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En el curso de cálculo se puede omitir km GmpStdmEylI^ 
siendo suficiente el estudio de los capítulos EByBfT.quietson 
preréquisitopara continuar con el estudio de las-dmivadás.

, En cada capítulo se proponen diversos problemas para que 
el estudiante revise con el atesoramiento de su profesor, si se 
presenta alguna duda.

Una recomendación al lector: un libro de matemáticas no 
se puede leer como un diario o una novela, el alumno tiene 
que tomar lápiz y  papel para volver a escribir la definición 
sin alterarla, puede tomar los mismos ejemplos y  resolverlos 
por su cuenta, verificándolos después; es una manera muy 
simple de estudiar matemáticas. Algunas veces hay que recu
rrir a las gráficas y  a la  imaginación, fuentes del desarrollo 
intelectual.

Al final del libro, he planteado una miscelánea de proble
mas que servirán para reforzar el proceso de enseñanza- 
aprendizaje.

Para terminar, debo agradecer profundamente a mis cole
gas que con su sabia crítica han permitido el mejoramiento 
de la presente publicación. En especial debo agradecer al Dr. 
Cesar Carranza, por su apoyo moral y  su profunda labor 
académica que me han inspirado para seguir estudiando y  
mejorando mis. modestas publicaciones.

MOISÉS LÁZARO C.
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PUNTOS DE 
ACUMULACIÓN

□  1.1 INTRODUCCIÓN

Antes de entrar a definir el concepto de límite de una función real de variable real o de 
límite de una sucesión, es necesario estudiar el concepto de punto de acumulación,

Sea A un conjunto no vacío de los números reales y x0 un número real ( x0 no 
necesariamente pertenece al'conjunto A) si alrededor de x0 se “amontonan” (se acumulan) 
infinidad de elementos de A nos dará la idea de que xQ es punto de acumulación de A.

Por ejemplo:

a) Enelconjunto A = {xe  JR/2<x<5} (o*--------- —------—-——
’• * 2 5

Se tiéne: 2&A, pero 2 es-punto de acumulación de A.
5&A, pero 5 es punto de acumulación de A. 

y todos los puntos del conjunto A son puntos de acumulación.

¿Por qué 2 es punto de acumulación de A ?
Porque alrededor de 2 existen infinidad de puntos que pertenecen al conjunto A. De 
igual manera podemos razonar con respecto a 5.
El número 5 es punto de acumulación dé A, porque alrededor de 5 existen infinidad de 
puntos de A.

b) Enelconjunto i? = /~ ,3 \u{3 .2} -------------------------o------------ =-----------o-.........*
'  2 '  1  3 3.2

.  ' ■ .■■■ ■ 2 
Se tiene: B > pero es punto de acumulación de B.

3&B, pero es punto de acumulación de B.
3.2 g  B , pero no es punto de acumulación.

. ¿Por qué 3.2 no es punto de acúiBülación de B?
Porque alrededor de 3.2 no posible encontrar puntos de B que estén amontonados 
alrededor de 3.2
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- < 2 > Análisis Matemático 1

NOTA ACLARATORIA:

Cuando decimos puntos amontonados alrededor de 3.2 nos referimos a los puntos 
x e B que están muy cerca a 3.2, tan cerca que la diferencia |x-3.2’| es casi cero.
De ahí la necesidad de usar uft número real positivo tan pequeño que la llamaremos s 
(épsilon) tal que |x-3.2| < s .

La desigualdad |jc- 3.2|<£ implica que (*-3.2) tiende a acercarsei a cero, es decir 
* tiende en acercarse a 3.2.

c) En el conjunto ( )  = ( 1 , | , | , ---- > 0 )

Se observa que cuando n es un número natural muy grande, entonces el numero real ~
se hace cada vez tan pequeño que se acerca a cero es decir:

^  se acerca a “0” cuando* n es muy grande

n  —» + co

En este caso “0” es punto de ^acumulación del conjunto de números reales 
(«) >i = ( 1’2 ’3 ,“ ‘) PórQue alre<̂ edor de “0” es posible encontrar infinidad dte puntos

pertenecientes al conjunto ^  j’n't 1

EJERCICIOS Sección 1.1

En los siguientes conjuntos diga cuales son los puntos de acumulación y cuales no son .

BLOQUE I

A = (x e R  /-I  < x < 3} R. -1,3, int.

B = {xe M /-2 <x<3} R. Todos 

C = (-2,3)w{3} R. -2, 3, int.

D = (-2,3)u{4} R. 4 no es,-2, 3, int. 

£  = {0,l}u{1.001} R.ninguno 

F = {-0.01}u<0,l)u{.1.0001} R. ninguno 

Nota: int = punto interior.

BLOQUE 11

A = ( 2 ,3 ,4 , . . . )

N  = (0 ,1 ,2 ,3 , . . . )

Z  = ( . . . , - 2 , - 1 , 0 , 1 , 2 , . . . )

R -  ( 1 i  1  1  I  ^V 2 ’3’4’5 7

C  = (2.1,2 .01,2.001,2.0001,.. .)  R.2

D = (VH,-x®,VzÓÓ2,...) R. y¡2

R. No tiene. 

R. No tiene 

R. No tiene

R. 0
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Puntos de Acumulación

BLOQUE Ul
En cada uno de los siguientes conjuntos numéricos, llamados sucesiones, halle los puntos de 
acumulación, si existen. En caso contrario diga que no tiene puntos de acumulación.

1- («)tóO

2Á ^ L

4. ( f )  \2»tni0

5

R. No tiene. 

R. 0

R. 1 

1L 0

R. 2

11. 4 = { * e t f /*  = ( - l ) " ^ , * # J v ]

12.B  = { x € r t /x  = ( - l ) " £ £ , » e J v j

13. (S„)n¡:¡ , donde S„ =1+2+3+ ...+ »

14. (S„)n>, ,donxk 7B= l+ j+ |+...+X

15. (S„)„;>i /donde Sn̂ j¡ + -^ e ± + ...+

f ni 0‘  (IS ),
7. ( 2 = ^ 1

« ■ ( * ) ,

*■ f1? ) ,

'n>0

JmZl

-L
o" \a\ <1

*■ I

R. 2

«■ 2

R. -3 

\  i'ni 0

.1  i  
2 * 2

R. 2, -2  

R.

R. No tiene 

R. 2

R. —1— a - l

□  1.2 VECINDAD DE UN NÚMERO REAL

Definición: Dado un númen&etiai , una vecindad de x0 es un intervalo abierto que 
tiene como centro a x0 y comofadiaun número real positivo s.

Ver la siguiere ilustración:
; '

xe-e J v . ■. X0 + € j
e £
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Notación: Ve(xQ) = { x e  R / \ x - jc0| < e }

= {*€ R / x s  {xq ~£,Xq +£)}

L — —  V ecindad  d e  xq de rad io  s  >  0

Nota: ' " ' ■ ~~ _  ' ■ : ' ' ~
En general cualquier intervalo abierto que contiene al punto jc0 es vecindad de jc0 .

Ejemplo 1.

bado el punto xQ = 2..............................................................%...- ' ■ l  •:

Una vecindad de 2 es: Vs (2) = {x€ R / \x -2 \< £ ,\ /s> 0 }  K

También son vecindades de 2 los intervalos abiertos: (1.5,2.5), (19,2.1) , (1,3),. . . etc.

El intervalo: ^ 2 - ~ ,2 + ^  ; .V.we N + ={1,2,3,...} también es vecindad de 2.

Nota:
En el análisis matemático se trabaja con vecindades de la forma 
Ve (*Q ) = <*o ~ *0 + *> >v  * > 0 donde £ es un número real (radio) muy pequeño, 
casi cero. •

Ejemplo 2.

En el intervalo A -  (—1,2) se tiene:

- Una vecindad de-1 es Vs (-l) = {xe  R!\x+\\ < £, V £ >0}
- Una vecindad de 2 es Ve(2) = {xe  R .l\x-2\ < £, V¿->0}

□  1.3 Si a e  R , entonces (| a\ < £ , V £ > 0 implica a = 0)

Demostración: (Por el absoluto)

1. Supongamos que a * 0
2. Si entonces |a| > 0, también 0

ó*
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Puntos de Acumulación

3. Como |a| es verdadero V e > 0 , en particular es verdadero si escojo ¿ = y

Luego:|a|< y  c= >‘ 2 a |< |a |
<=> 2 < 1 es un absoluto.

4. Por tanto, debe ser a = 0
Hemos aplicado la tautología: ( I \  A P 2 = > q ) s ( P l a  ~ q  =>

Donde: /} : |tr|<£ ,V s > 0
P2 : l< 2  
q : a = 0

□  1.4 APLICACIONES

La proposición 1.3 se aplica en los conceptos de limite. Asi por ejemplo:

a) La desigualdad \a„ - 1\ < s , V £ > 0 
implica 0 <=> a„-> t

I  Se lee a . tiende an
b) La desigualdad | / (x) -  L\ < e , V e > 0 

implica f(x ) -> L

O  1.5 AXIOMA (Propiedad Arqtiimediana)
Sí a y b son dos números reales positivos, entonces existe un número entero positivo n 

tal que a < nb.
Una consecuencia de este axioma es: “ V € > 0 ,3  n e Z+ tal que < e ”
Esta proposición es muy importante para acotar los términos de una sucesión de 

números reáles;

□  1.6 VECINDAD REDUCIDA

Dado un númen* teal x0 , diremosque V'£ (x0) es una vecindad reducida de x0 , si

^ (*o) = ^ (*oM *o}
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\  6 y  Análisis Matemático 1
'VFjxr'*m-  ~

Es decir, la vecindad reducida de xq de radio £ > 0 es la vecindad de x0 excluyendo el
puntó x0 .

, . £ £
• ■- o—— —;——o—------ ——---—o
x0-£ xQ xQ + e

= <*}-{% }
= <JC0 -f,JC0 +£>-{jf0}

□  1.7 PUNTO DE ACUMULACIÓN

Definición 1: Dado un sufeeeajunt© A de números reales (A c R ) , diremos que un
punto xq & R es un de A, si cualquier vecindad Ve(x§) contiene por
lo menos un punto x de A distinto de j%.

Definickm2: 3ea A e: JR, diremos que x$ € R  es punto de acumulación de A, sí
V¿(x0 ) r iá *  + .

- 1 • - 1 ‘ ' 1 ' 1 • lC • 1 r
Es decir:

€ JR es p.aú de A <=> V s  > 0 ; V£(x0) n  A*<f>

<=> (V f> 0 )(3 x € ^ ) ; 0 < |x -x 0|< f

Ejemplo 1.

Probar que b es el punto de acumulación del intervalo abierto A -  (a,b) , a < b . 

Demostración:
El problema es construir el tamaño de s.

Bastará hacer: s -  y la vecindad reducida será:

a '   V¿(b) = {x<ER!\x-b\<£}

= x e  ( b - £ , b  + s ) - { b )

Faltaría probar que (b )nA  es no vacío.
Debo probar que un elemento de (b) también sea elemento de A :
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Puntos de Acumulación

Veamos: Si x<=K(b) => |x - ó |< f

=>

Como a<b  => b - ^ ~ < x < b  + ̂ ~

=> ó -tf > 0  . . ■ , b-a- , b~a-=> o — r—< x < 6 +-
|¿ -a | = b~Q

1 2 

A+* ■ • 3̂é~<*
=* T ~  ~ T ~  

a<^ <x<b<E z l

=> a < x < b
Luego: xe(a,b)

Esdecir V¿(b)r\A*4, para, e - -  

Por tanto: ó es punto de acumulación de /l.

Ejemplo 2.
2w +1Probar que 2 es punto de acumulación de la sucesión (a„)n>\, an = — .

Demostración:
Una vecindad reducida de 2 es: (2) *=■{*■€ R!\x-2 \  < e } - {2 }

= x€<2-*>2 + *>-{2} , V¿r>0

Debo probar que existe por lo menos un elemento x -  an de la sucesión tal que sea 
elemento de V¿ (2)

Veamos:
Recomendación: Para sucesiones aplicar la propiedad Arquimediana.

En primer lugar, veamos qué forma tiene un elemento de la sucesión:
o 2w + l o * lSe tiene: a„ = ------ = 2
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Por la propiedad Arquimediana se cumple:

V s  > 0 , 3 n e Z + tal que -L<eV  * «
Sumar 2: 2 + -< s  + 2n

Pero: 2 - s < 2  + -< 2  + e , V n e Z +n 5

Lo cual implica: an e V¿(2) , an = 2+*^

Hemos probado que existe un elemento an =2+~ de la sucesión que también está en 
^ ( 2) , V £> 0 .

Por tanto: 2 es punto de acumulación de (an) n ̂  *

EJERCICIOS Sección 1.7 L
'V . . . ■ -

1. Dado el intervalo A = (a9b), probar que “o” es punto de acumulación.

2. Sea el conjunto A = <l,2)u<2,5) probar que lo números reales 1, 2 y Ŝ son puntos de 
acumulación de A.

3. Probar que el único punto de acumulación de A = j x é R  / x = , n e | e s  “0”.

4. Sea el conjunto B = ^ x ^ R ! x  = ( - l ) * ,n e lN + j ,  probar que 2 y -2 son puntos 

de acumulación de B.

5. Probar que ~ es punto de acumulación del conjunto:

M = {.xeJKVx = ( | ^ i ) , n e w j

6 . Probar que -  es punto de acumulación del conjunto:
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7. Probar que 0 es punto de acumulación de la sucesión f - P n \

1
8 . Probar que 1 es punto de acumulación de la sucesión ((2n)n)n^y

i \ n9. Sea la sucesión: { -L J . Defino: Sn = X  HT
' 2 ' n£0 k = 0 2

Probar que 2 es punto de acumulación de (Sn)n>0

10. Sea la sucesión ( Defino: Sn =

Proba- que “1” Apunto de acumulación de (S„

SERIES
00  .

Definición: Una serie áumérica a\ + a2 ^ a n es convergente, si existe
« = I

lim Sn , donde Sn = ¿Zj + tf2 +... + an .
»->oo

Ejemplo:
.  ̂ ' ■ 00 

Si \r\ < 1, ¿es convergente la serie rn ?
n = 0

Solución:
00

Definimos: S„ = £  rk
k = 0

= l+ r  + r2 +...rn+1

1 - r n+l 

1 - / •

= -¡4 ~ , porque lim r”+1 = 0
1 r /J->00

♦ El límite se llama
1 - r

suma de la serie.
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•‘"<10. Análisis Matemático I

PROBLEMAS

Hallar la suma de las siguientes series:

1. l 4 4 4 + ...+ H ) ^ U .. .  R. 2
2 4 8 2""1 3

2 *

3. l +A +4 +...+^ i +... R. 3
2 2 2 2"

4 -J—j—!—j—i—). 4—JL _ + R, 1
* 1*2 2*3 3*4 n(n + 1)

5. ¿ (V ñ + 2 -2 > /« + I+ V « ) R. 1 -^2
n  =  l

Para cada función f ( x )  con dominio él intervalo cerrado [a,b], definimos la sucesión 
(£„)„£! del siguiente modo:

S„=(b-  a)-*- T ] / (  a + ) ,  se pide hallar lim .
n , V * t ^->+001 = 1

1. /(* )  = * , xe[l,3] R. 5

2 . f ( x )  = x2 , *€[1,3] R. 28
3

3. /(x )  = x3 , x e [0 ,2] R. 4

4. /(* )  = 2x+3 , xe[0,2] R. 7

5. / (x) = 4 -  x2 , *€[0,2] R. 16
3
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SUCESIONES DE 
NÚMEROS REALES

□  2.1 INTRODUCCtóN

Antes de definir una sucesión de números reales debemos recordar las siguientes defini
ciones:

1. El conjunto de los números naturales es: JN = {0,1,2,3,...}

2. El conjunto de los números naturales positivos es: ¿V+ = {1,2,3,...}

3. Dados dos conjuntos A y B diremos que/es una aplicación de A en B (Denotamos por
/ :  A  >B ), si para cada elemento x e  A corresponde un sólo elemento y e B  tal
que y = f ( x ) .

Ejemplo: Sean los conjuntos A = {a,b,c,d) y B = {m,n,p,q,r,s}.
Una aplicación / :  A -----► B es:

►h i f{á)  = m

P \ m  = n
J f{c)  = n

r -
s y

1 m = q

4. Dada la aplicación / :  A  >• B
Diremos:

i) /es.inyeetiva, Si f (a )  = f ( b ) implica a - b ,  V a,be A
ii) / es inyeetiva, Si a * b implica f (a )  * f(b )  , a e A, be  A

iii) f  es suryectiva, Si V y e B , 3 x e A  tal que y = f  (x)
;v )/es suryectiva, Si f (A )  -  B
vj /e s  biyectiva, Si/ es inyeetiva y suiyectiva.

—  11 —
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Análisis Matemático I

□  2.2 SUCESIÓN DE NÚMEROS REALES
Definición: Una sucesión de números reales es una aplicación x: JN*

■ , ■ ' n -

cada número oe N  correspondí un sólo número real xn .

-» IR tal que a

También podemos decir, qué una sucesión de números reales es una aplicación
x : N +  > R  , definida en el conjunto IN+ ={1,2,3,...} y toma valores en el conjunto
de los números reales ■ JR .

En la aplicación x: N +  > IR
n -— > x(n)

El valor x(n) será representado por xn , V n e N *  y la llamaremos el ‘Vz-ésimo-térmi
no de la sucesión”.

Notación: (x„)w>i denota la sucesión x : N + -— > IR que al expresar por “extensión” es:

I— -  K-ésimo término.

X\ ,X2 3X3 ?• • •%xn 5* * * Son los términos de la sucesión.

Ejemplos:
Son sucesiones de números reales:
1. (2n)n>i que al expresarse por extensión es: (2n) -  (2,4,6,.. .,2«,.. .).

2. (2n -  l)n>i que al expresarse por extensión es: (2n - 1) = (1,3,5,.. .,2n - 1,...).

3‘ ( í  )„¿í ) -
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4. (3L^i = (3,3,3,. ..,3,...) es la sucesión constante.

5. {xn)w>i, donde xn = (-1)"-^ que al expresar por extensión es:

| - 1» 2 3  m»• • * >• *•) es una sucesión alternante.

□  2.3 SUCESIÓN ACOTADA

Sea la sucesión (xw)ŵ }. Diremos que* Oc*)w>i, es acotada, si existen dos números re

ales a y b tales que a<>xn < b , V « e  W+ .

Como a < xn < b entonces \x„ \ < c , c = máx{|aj,|ó|}

 Podemos hacer la siguiente definición: —— ------------ ----------------- ---------------

(xn)n> 1 es ACOTADA, sii 3 c > 0 tal que \xn \ < c , V/ie W*

Ejemplo: La'sucesión ^~ ^  es acotado, porque 0 < ^ < 1, V n e N * .

□  2.4 SUCESIÓN ACOTADA SUPERIORMENTE E INFERIORMENTE.

a) 0 M)„>res ACOTADA SUPERIORMENTE, sí 3 b 6 IR tal que xn < b , V » €
En este caso los términos de la sucesión: xn € <-oo,ó].

b) (xn)„>] es ACOTADA INFERIORMENTE, sí 3 0 e 2¡R, tal qüe a< xn, v « €  iV+ .
En este caso los términos de la sucesión: xn e [ a, +ao) .

c) Una sucesión (x„ )„>i es acotada sí y solamente sí es acotada superior e inferiormente. 

Ejemplos:

1. La sucesión (2w)„>] =(2,4,6,...) es acotada inferiormente. Pues 32€ IR tal que

2<2n<VneJN+.

Sólo fines educativos - FreeLibros



2. La sucesión (l-2w)„>| es acotada superiormente. Pues existe -1 e IR, tal que 

1 -2 /í<1, V « g I + ..

P  2.5 SUCESIÓN CRECIENTE, NO DECRECIENTE, DECRECIENTE, 
NO CRECIENTE Y MONÓTONA.

1. Una sucesión (x„) llámase CRECIENTE cuando xn <xn+\ , V n e  iV+ ..

2. Una sucesión (xw) es NO DECRECIENTE, si xn < xn+í , V / i g I + .

3. Una sucesión (xn) es DECRECIENTE, si xn > jcw+1 , V n e JN+ .

4. Una sucesión (jcw) es NO CRECIENTE, si xn > xn+\, V n e N + .

5. Las sucesiones crecientes, no decrecientes, decrecientes y no crecientes se llaman suce
siones MONÓTONAS.

Ejemplos:

1. La sucesión ^  es decreciente, porque: n<n + 1 implica ~ > ■—j-j.

2. La sucesión (2ri)n^\ es creciente, porque: n.<n+1 implica 2n < 2(n +1)

tí 2.6 LÍMITE DE UNA SUCESIÓN

Partamos de un ejemplo particular, para luego hacer la definición.

Sea (xn)n>i una sucesión tal que xn ~ —t \

Nuestro interés es estudiar si los términos x„ se aproximan aun número real “a” cuando 
n es cada vez más grande.

Veamos: xn = 1 = 2 + -n n n

Si w 1 , Xj =: 2 +1
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Sucesiones de Números Reales

Si « = 2 

Si « = 1000 

Si «->00

x2 = 2 + j

xiooo=2+j m

xn -> 2 , porque ■- se acerca a cero ( ^  -> 0 j
cuando n es muy grande (« -> 00).

Lo que ha ocurrido es la siguiente implicación:

1
cuando « -> 00 entonces xn ->2

n tiende a 00 - converge a 2

Queremos que la diferencia (xn -2 ) sea muy pequeña, tan pequeña que casi es cero, es de
cir \xn -2 | < e , V f>  0, esto es posible si existe un número natural «o que depende de 8 
falque V«>«q los términos xn se acercan a 2.

Ilustración gráfica:

Xn I Xn+iL 
I x„+2 -

r 2'

n.+1 n+2
n>nñ

Como vemos: Para cada número real £ >0 dado arbitrariamente es posible obtener un 
número natural «o (f) tal que \xn - 2 |  < £ siempre que «> «o •
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Análisis Matemático I

Según esta definición nuestro problema es hallar hq en términos de s, siendo e cual
quier número real positivo (muy pequeño).

^  v
Veamos: \xn — 2|=  12-h-̂ -—2| = l~ | ==-̂1 71 1 I « I I n I «

Pero -  < e , V £ > 0 es verdadero (Propiedad Arquimediana).

invertir: n> -  , en este caso üq = -
:'r; .

*0
Como deseamos que % sea un número natural, hacemos n§ = |  ~ J +1.

Definición:

lim xn = a s.s.s (V e >0) ( 3 6 2Y.); n > «q => \xn -a\ < e 
«->00 ■■■■■

Donde: V significa “para todo” 0 “cualquiera que sea”
3 significa “existe”
; significa “tal que”
=> significa “implica”

Ejemplo 1. Probar que lim (~ )W=0
«->00* 2 '

Demostración:

lim j = O s.s.s. (V f > 0 ) ( 3 no € N ) ;  n>n§ ^  j ( 2) ~® <e

Búsqueda de % en términos de e

Se parte de: | ̂  -  O | y luego se simplifica aplicando propiedades de valor absoluto.
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Sucesiones de Números Reales

Pero: di" <£ , V f> 0

2~n < £

Ln(2 ")<Ln£ 
~«Ln2<Lnf 

«Ln2>-L ne
-Ln^»•> Ln2 , si 0 < e <1 => LnscO

«o

Hacer: «o = |  ] +1 > P3™todo e positivo pequeño.

Ejemplo 2. Sea la sucesión (/„)„>i donde /„(z) ■

Probar que lim f n{ z ) - - \ , V Z tal que |z| < 1 , z e C .
ri-> qo

Prueba:
Por definición: (V £ >0)(3«q e JN) ; n> riQ =>. | / w(z )-(- l) | < e

Búsqueda de Hq en términos de e

De: |/„ ( z ) - ( - l ) | = £ ± ü + 1 _ z+n+z-n _
z-rt z-n z-n

J  2\z\ 
\rt~=\

A continuación, acotemos: a) |z| < 1 => 2 |z| < 2
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Multiplicar las desigualdades <a) a  (c):

Por la propiedad Arquimediana: V s> 0  , 3 n e N + tal que:
2 <£

Hacer:: n 0 = l + [ s ]

n - 1> -£■
n> 1+-ĝ.

«0

NOTA:
En este problema afirmamos que la sucesión {fn)n>\ converge a 1 en el conjunto
A = {Z eC /\z \  < 1}

Ejemplo 3. Probar que la sucesión (f n (*))„>i, donde:

f n(x) = scn^ — converge a “0” V jc e IR . 

Demostración:

lim /„ W  = 0 s.s.s. (V f> 0 ) (3 «()(£)) tal que:

si n>riQ a  jc € M entonces sennjx + l) q 
n

< £

Búsqueda de #t0 en términos de £

Se cumple: \** «£±R

Pero : <1 ; V x e 27? y Vn'e
n  J
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M - M

Por ¿ . |sen(n(jc + l))|  ̂ i

Pero : -< £  ; V f >0 (principioArquimediano)

n > -

bacér "0 = [ í ] +1

Hemos probado que existe hq en términos de &

|TE0REMaT  (Unicidad del límite)
Si el límite de una sucesión (x„) existe, es única.

Demostración: .
El teorema de unicidad se puede enunciar, también, del siguiente modo.

Si lim xn =a  a  lim x„ - b  , entonces a = b
n~* a> n-+oo

La demostración es por el absurdo.

1. Supongamos que a * b  ..........  (~g)>

2. Si entonces \a-b\  > 0

3. Pero: \a-b\  = \a-xn +xn-b\  = |-(x„
< |- (x „ -a ) | + |x„-ó |

4. Por hipótesis se tiene: lim xn = a , entonces:

(para £ > 0) (3 «ó e W ) t.q. n > => \xn - a\ < &.

lim x„ = b , entonces:
«->00

(para £,>0)(3n5 e N )  t.q. «>ng =s> \xn -b\  < ¿
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5. Por 4 y 3 obtenemos: \a-b\< \xn -a\ + \x„ -  b\ '

< J +f  = £ > si «>«b=m ax{^,/^}
• ' v:■ ■ - , '* . ■ j i . ■ '

6 . La desigualdad \a-b\ < e se cumplen V f > 0 , en particular debe cumplirse para 

e = , siempre que n > hq = m a x { }

Así tendremos: \a~h\ < s

2<1 es una contradicción

7. La contradicción se presento por haber supuesto que a * b .  
Debe ser entonces que a = b .

NOTA:

Hemos aplicado la tautología: [(/} a  P2 A  ^ ) :=í> #1 s  [(/  ̂ a  a  ~q) -» ~/^j] 

Donde: /J: lim (*„) = <* lim(jc„) = é , P$: 1<2 ~q: a *b
«->ao " «->00

Definición.- Sí una sucesión (xn) tiene como único límite el número real “a” diremos 
que (xn) converge al número real “a”.

En caso contrario diremos que la sucesión no es convergente.

Ejemplos:

1. La sucesión |  j- j  ̂ converge a “0”

2. La sucesión converge al número real “ ”

3. La sucesión (*„)„>, donde = ( - l ) " - ^ -  no es convergente, porque tiene dos lími

tes: i) Cuando n es par, se tiene lim xn = -2
«->00

//) Cuando n es impar, se tiene lim xn =2
«->00
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4. La sucesión (2«)„>j no es convergente, porque lim (2n) = +00, +00 no es IR.
1-»+Q0

□  2.7 LIMITES ESPECULES

1. lim ^ ^  = 0 , V xe 2R 2. lim ( l + - ] |  =e
«->00 n rt->Oo' n '

3. lim \fn = 1
«->00

Él cálculo del lim Vn = 1, es del siguiente modo:

1
Hacer: a = nn , *ar>0

:=> Lna = ̂ Ln(n)

lim (Lna)= lim
«->00

Lní lima)= lim iü ís i Aplicar LHopital\n->oo/ «
1

= lim f
w - >  0 0  1

^  Ln(linu,L o\ «->00 ]

lim a = e°
n-> 00

=  1

|  EJERCICIOS Sección E7

BLOQUE 1 

Hallar lim xn, si

1. xn = yj2n + 3 R. — /; v -  1 + 2 + 3 + ... + « © 16. 2 • 2
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2. xn =V«2 +n + l->]n2 - n  + l R. 1

3. x„ = y j (n + l ) 2 - 3y j ( n - \ ) 2

4. x„ =n(n-'Jn2 +1)

R. O

R. - l

3«2 + n - 2
”  1 4n2 + 2 n  + 7

8 . - n + 1 +

9. x, _  yjn2 + 4«

n=W ^

D JL 
16

n i

10. xn = V2w+3 (-vAir+l -a /»+1  -a/w+2 ) 
n 5̂ 2

BLOQUE II

11. Si =>/a , x2 =>Ja + y[a , jc3 =-ya + ^a  + >/a

= y¡a^y[a+ . + y[a , a >0. Calcular lim (*„).

12. Sí *=.n[Ln(w + l).-Ln(«)}, calcular lim (*„)
«->00

B y/4a + l + l 
^ 2

13. Sí = «[an — 1], calcular lim jcw
«->00

14. Sí jcj > 1 y xn+i = 2 para w > 2 . Encontrar el límite de (xn) .
• ' *̂w

Ln a. 

R. 2

15. Sean y\ = 1 , yn+\ = \¡2 + y„ , n > 1. Encontrar el límite de (yn) . R. 2

ló.Sean x  ̂= b, b >O y x„+I = *„+— . Determinar si (xn) converge o diverge.xn

17.Sea =1 y ArB+1 =1+— , V n S l. Hallar Lim(x„) R. 1
xn

18. Sea *j = 1 ydefinimos xnJr{ = l + ̂ c~ . Hallar Lim(x„) R. 3

19. Sea (an) una sucesión definida recursivamente mediante:
at = 2

ar,+l=j{an + l) .
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a) Demostrar que an < 2, V n e JN+ .
b) Demostrar que es estrictamente decreciente.
c) Hallar inf{an/ n e M +}

20. Sea (xn) una sucesión definida recursivamente mediante. 

x i = a

xn+i =an + arn , Vn> 1

Calcular lim xn , si |r| <1. R. y—~
w * --x  * 1 r

□  2.8 SUBSUCESIÓN

Definición: Una subsucesión de una sucesión x : iV+ -— > 2R es una sucesión de la
n -— > x{ri)

forma k o x : JN+ JR donde i : : iV+  » es una función creciente (esto es
n — -> (A: o x)(n)

k(m)>k(n),si m>n)
• *

Lo que ha Sucedido es la siguiente composición de funciones:
X°K

Notación: Uná subsucesión de (xn) se denota por (x^  ).

Ejemplo 1.

Sea la sucesión (x„)w>i donde xn = (-1)”
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a) Si k(ri) = 2n , entonces (x o k){ri)= x{k{n)) 
kn = 2 n -= x(2n)

\2« 2/i

jp, = . 2«,
w 1 + 4«

b) Sí kn = 2 n - l , entonces x*w = (- l)2” 1

2«-l
4«-l

Ejemplo 2.
2/i — 1Sea la sucesión (xn )„>j, donde xn = j

a) Una subsucesión de (xn) es (x2„ ) , donde x2n = y ^ ^ y

_ 4«-l 
” l + 6/i

b) Otra subsucesión de (xn) es (x3rt_ |) , donde x3n_1 = 2

6/1-3
” 9»-2

Donde: Lim xw , Lim x2n = f  , Lim x$n_ i= -|
«->00 3 «->C0 3 «->00

Ejemplos.

Sea (x„)tó l , donde = (-1)" ■
2« 2(2«) — 1a) Una subsucesión de (xw) es (x2w), donde x2/J = (-1) n

4 « - l
” 1 + 8Í

2 1 2(2» 1̂  1b) Una subsucesión de (x„) es (x2„_i),donde x2n-\ = (-1) l 4.!4(2w-l)
4 n -3  
8n -3

- jr ^2« -i  2Donde: Lim =-| y Lim x2w_j = - -
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De estos ejemplos se deduce una importante proposición:

Si una sucesión es convergente, entonces cualquier subsucesión, también es conver
gente. Lo reciproco no es cierto.

TEOREMA 2 Si Lim xn = a , entonces toda subsucesión de (xn) converge al mismo
--------------  /I->00

límite “a”.
Demostración:
Una subsucesión de (xn) es (x„k )

Debo demostrar que:

(V f>  0) (3 un subíndice de n ^ e  N )  tal que si > nkQ => \xnk -  á\ < e

Veamos:
1. Por hipótesis: si lim xn = a entornas para e > 0, existen un número natural n§ tal que

/I—>co

si n > riQ r=> |xn -  a\ < e .

2. Los términos de la subsucesión (x„k) son: ,x„2 ,...)

3. Como los índices de una subsucesión forman un subconjunto infinito de IN , es posible
encontrar un índice ¿o tal que % >  «o •

4. Por 3. y 1. Sí nk >nkn >riQ z$-\xrt. ^ a \  < s ,  por tanto: lim xn = a .
0 * «->00 *

|tEOREMA~ÍT Toda sucesión convergente es a c o t a d a .

Demostración:
Debo demostrar que 3 M > 0 tal que \xn\< M  V «e JN+ .
Veamos:
1. Por hipótesis: Sea (xn) una sucesión convergente. Sí (xn) converge al número real a, 

entonces: (V s > 0)(3 N e 1N) t.q. n > N => \xn -  a\ < s ............................  (r)~

2. La proposición (r) es verdadero V s > 0, en particular será verdadero para e = 1, enton
ces tendremos:

\xn ~a\ < 1 <-» xn e ]a-\,a+\[
=> \xn\-\Q\<\xn - a \< \

*:=> \xH\<\a\±l , Vn>JN
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3. La desigualdad* \xn | < \a\ + 1 se cumple sóte para k>§ mimermmatemaks mayores que 
N. Debemos hacer cumplir que \xn | sea menor que un numero reaT positivo para iodo

W€

4. Fijemos nuestra mirada en los términos de la sueesiérr.

= { ^ ,% ,- . ,x iV,a - l ,a + l}  u

Se tiene:
i) A es un conjunto finito de números reales y por tanto es acotado. Supongamos que m

sea el menor.valor y s el mayor valor, entonces m <x¡ <s para todos los elementos
de xf € A .
Pero m <xt <s \x¡\ < max{|tftj,|s|} = K , l< i< N

ií) Por otro lado: |jcw| < |a| + 1 , V n> N
En consecuencia por (i) a  (//) se deduce que 3 M > 0 tal que:
\xn\< M  , V « = 1,2,3,...,#, N + 1,...

Consecuencia:
Si (*„) es convergente implica que (jc„) es ACOTADA, pero, si (xn) fes acotada, no 
implica que (xn } sea convergente.

Ejemplo:
La sucesión ((-l)w)w>i cuyos elementos son: (-1,1,-!,...); es acotada. Pues |x j  < 1,

t f
A B

V n e JN+ . Pero no es convergente, porque: Limx2n =  1 y Lim x2n-\ = - l .

TEOREMA 4 Toda sucesión monótona y acotada es convergente.

Demostración:

Las hipótesis son: Pi : (xn) es monótona
P2 : (xn) es acotada
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Debo probar que: 3 n0 elN  tal que \xn.-.a\<e,  V¿:>0 , si n>riQ para afirmar que 
Limx„ = a .

1. Por Pl5 pueden ocurrir dos cosas: Caso \ :r (xn) es no-decreciente
Caso 2: (xn) es no-creciente

2. Por P2, existen dos números reales ky  s tal qué k £ xn <s , V n <s 

C éo  1:
/) Si (xn) es no-decreciente, se cumple la relación:

ii) , Si (xn) es acotado superiormente, tiene supremo.
$m é  -  sup{jcw, n -1,2,...} . Debo probar que a = Limx„.

3. Si a es el supremo, entonces dado cualquier e > 0, existe algún número natural tal
que a - e < x ^

Pero: x^  <xn ,s in > n 0 [(xw) es no-decreciente]

Luego, SÍ'«>«o => a ~ 8 <xnQ-xn 
z=> a - s < x n

4. Como a es el supremo, entonces xn < a , V n e 2V+

Así tendremos: Si n>n0 => a -£ < x n <a
=> a - £  <xn <q<a + £

’■-=> a -£ < x n <a+£

=> \x„~a\<e
Lo cual implica: Lim xn =a

n-+ oo

Caso 2: (xn) es no-creciente y acota inferiormente.
Debo probar que inf {xn} = a = Lim xn

n-+ oo

Queda como ejercicio

Sólo fines educativos - FreeLibros



COROLARIO. Si una sucesión monótona (x„ ) posee una subsucesióife convergente, entonces 
(xn) es convergente.

D em o^gq^a:

Por demostrar que: (xn) es convergente.

1. (xn ) es monótona..................<.. (Hipótesis)

2. Si una subsucesión (*nk) es convergente, entonces es a c o ta d a !. Es decir, existe 

M > 0, tal que \xn¡. | < M , . En particular si entonces |xw | < M ,

jw e ¿V* lo cual únplica que (xw) es acotada.

3. Según el Teorema 4: Si (xn) es monótona y acotada, entonces (xn) es convergente.

O 2.8.1 EJEMPLOS ESPECIALES

!. La sucesión =(a,a,a,...a,...)
Se llama sucesión constante y es convergente, pues Lim a - a

«->00

2. La sucesión (x„)n>i tal <lue xn = (-1)" es acotada, pero no es convergente.
Al expresar por extensión tenemos (x„)= (-L  1,-L- ) •

Tenemos:

a) (xn )„>! es AGOTADA, porque -1 < xn < 1, V n e N +

b) (xn) no es c o n v e r g e n t e , porque las subsucesiones (x2n) y (x2n- \ ) tienen lími

tes diferentes; Lim x2n = 1 y Lim x2n-\ = -1
«->00

3. La sucesión (a" )„>) es convergente si 0 < a < 1

Se cumple: Lim a” =0 , si 0 < a < 1
«->00

4 Sea la sucesión (SA)n^i donde Sn =1 +a + a2 + a3 + ... + a'í_1
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Se cumple: Lim Sn = , si Q < a < 1,
n-± 00 1 a

Solución:
n—iMultiplicar por (1 -á) ambos miembros de la igualdad Sn - 1 + a + a + ... + a 

Se obtiene: (1 - a)Sn = ( 1 a)(l + a + fl2 +,.. + an~*)

(1 -  a)S„ = l -a n

i «
S„=-¡----- , luego Lim 5„ = -¡-I—; pues Lim a” = 0 , si O c a c l

1 a 1 a «->00

Demostración:
Dado € >0 , 3 «o e i5V+ ; n>rtQ n i-a <€

Búsqueda de u0 en función de e

De Sn^T1-  n l - a
1 - a n
1 -  a \ - a

= g 
l -a

nPero si n > riQ => u-a < e

an < (\-a)e  
=> nLna< Ln(l-a)£
=> -n  Ln a > -Ln (1 -  á)e

Ln(l-a)=> n >— £Ln a
no

Hacer: « o = [Lnn ^ l + l

0 < a<\
0 > - a  > - 1 , sumar 1 
l > l - a > 0
al aplicar valor absoluto:
|1—a| = l - a

Nota: si O c a c l 

entonces Ln a < 0
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Observaciones:
Algunas aplicaciones de las sucesiones convergentes, son:
a) Hallar la solución de ecuaciones en diferencias de orden 1.

La solución de la ecuación en diferencia 2Pt + Pt_\ = 6

es Pt = A Í ~ \  + 2 , f = 0 ,1 ,2 ,3 ,...  ; donde lim Pt -  2\ /->+00

b) El área de la región £, es:

f(x) = 9-x-
4r a ( í ) .< 3 - 0 ) >U ^ { i | / ( 0 +Í ! ^ a )

= 18w2

3 x

□  2.9 PROPIEDADES ARITMÉTICAS DE LOS LÍMITES

A continuaóión estudiaremos el limite de una suma de sucesiones, de un producto y de 
uña división.

TEOREMA 5 Si UmXfi = o y {yn)n>\ es una sucesión acotada, entonces
n-*0o . ...

Lim (xnyn) = 0 .«->00
Demostración:
Debo probar que: Dado un ¿*>0, 3 n0 e M + tal que n>n$ => | xnyn - 0 | < s .

Veamos:
1. Sí Lim xn = 0 , entonces dado £\ > 0, 3 n0 é N + ,

n->oo

tal que: «>«o => |x„| < .................. . . . . . . (1)

2. Si (y„) es ACOTABA, entonces 3M > 0  tal que: 

secyjnple \yn\ < M    V «€ N + ...... . (2)

3. Al multiplicar (1) a  (2): < M sj
\xhyn\< M s x . (3)
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4. Como, la proposición en (1) se cumple V ^  > 0, en particular se cumplirá para ,

que al reemplazar en (3) obtendremos: \xnyn \ < M~r = £ siempre que n > n$, lo cual
implica que Lim xn yn = 0.

n—>qo

TEOREMA 6 Si Lim x„ a  Lim yn =b, entonces: 
   «->00 «->00

1. Lim(x„+y„) = a+b; U m (x„ -yn) = a -b
«->oo

2. Lim(xw -yn) = a - b .

3. Lim— = f , si 6 *0  

Prueba de 1.

Debo probar que: dado s  > 0 , 3/Iq € ;n> n0 => |(jtw + < £

Veamos:

1) En \(xn +yti)-{a+b)\ aplicar la desigualdad triangular que nos permita usar las hipó
tesis.

Así: \(xn +yn)-(a+b)\ = \(xn -a)+{yn -b)\< \xn -a\ + \yn -b \
t  t
€_ £_
2 2

Necesariamente debe ser: \xn -  a| < -| a \yn -b \< ~  para afirmar que

l(xn+>,n ) - (a + é) l< '£'-

2) Por hipótesis:
a) Lim = a , entonces dado ^ > 0 , 3 «j é  W+; n > «j => |x „ -u | <1

«->00

b) Lim yn ='b, entonces dado ^ > 0 , 3 m2 e ZV+ ; n>n2 => ' | y„ -b \< £

3) Por tanto, si escogemos = max{«j ,«2 } , entonces: 
V n > «o => |(xn + yn ) -  (a + b)j < s
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Lo cual prueba que L*m(jrrt + y n) = a + b 

Observaciones:
Se escoge n$ = m ax{«i5Ai2 } porque n debe ser suficientemente grande para que to
da vez que n > «q > los términos (xn + yn ) se acerquen al número a + b .

Prueba de 2 .

Debo demostrar quei^ado £ > 0, existe € JN+ , tal que si n > => \^nyn -  <*̂1 < £

Veamos:

1) Hacer: \xny n -ab\  = \xny „ - a y n +ay„-ab\

= \yn(xn - a) + a (yn - b)\
^\yn\i \xn - a \  + H  Iy „ - b \ < £

M g M +1 e2 M 2(¡a| +1)

2) Bastará, aplicar las hipótesis:

a) Como (yn) converge altJífrnero b, entonces es acotada; es decir:

3 M > 0 tal que | y n\£  M  V n e IN*

b) Como \a\ < \a\ + 1; \f a e IR a  Lim yn - b , entonces:
rt->QO

Dado £j = — , existe € W + tal que. Si n > - 6 |  c

c) Como Lim xn = a ,  entonces dado £2 - t m > existe n2 ^ IN+ tal que, si
« —>oo

W > «2 => ” f̂| < ^2

3) Aplicar la hipótesis a), b) y c) en (1) y escogiendo n0 = max{nx,n2 } se tiene:

V n > n0 implica \xnyn -ab\ < s  . Lo cual prueba que Lim xny n = ab .
« —»co

Otra manera más sencilla de probar, es aplicando el Teorema 5 y la siguiente proposición:

Sí Lim xn = a entonces Lim (xn -  a) = O .
«—>00 «—>00
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Veamos:

Para afirmar que: Lim (xnyn ) = ab bastará probar que: Lim (xnyn -  ab) = 0
«->00 /7->00

Pasos a seguir:

1) (x„yn -ab) = (x„y„-ayn +ayn -ab)

= yn(xn - a) + a( y n -b)

2) Luego: Lim ( xny n - ab)  = Lim y n(xn - a ) +  Lim - b )
«->00 «->00 «—>00

3) Aplicando las hipótesis:

a) Como (yn) es ACOTADA (por ser convergente) y Lim (xn -  a ) -  O
«—>00

Entonces Lim yn (xn -  a) = O    .......................................................... (Por Teo. 5)
«->00

b) Como Lim (yn - b )  = 0 a  a e  IR , entonces Lim a(yn - b )  = O
«->00 «—>00

4) Al aplicar en (2), obtenemos: Lim (xnyn -  ab) = O
« —>QO

Prueba de 3.

Al definir el Lim — = -f-, aparece la diferencia — -  f  •
«->oo ¿ ^  ¿

El punto de partida para razonar, es la diferencia y -  - f

Donde: y f  = ^  = ( K - % ) ¿

Si pensamos aplicar el Teorema 5, deberemos probar que la sucesión es acotada y quey n

Lim {bxn - a y n) = O para afirmar que Lim — 1 = O
«—>oo «—>oo\ y** }

En efecto:

1 ) Como Limx n =  a  a  Lim y n = b ,  entonces Lim ( b x n - a y n )  =  b a - a b  =  O

2) Faltará probar que la sucesión es acotada.
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Obviamente que ésto es verdadero ya que f ) es convergente, pues; Lim = 4
\  W n J n-±ao b

b*  0 .

Entonces dado £ > 0 , existe % e JÑ tal que,

<€Si n>n$ => 

De i
' 1

1  L
byn b2

_J L
ky* b2

byn
i

i

<e deducimos;

<£  ..................       Propiedad

hyn
i

kyn

<“ - + £*, £ es muy pequeño

< 4 ,

b2

3) Si Lim(bxn -a y n } = 0 a * ) es ACOTADA. Entonces Lim

Lim

Lo cual implica que Lim — = ~
n—>co y» b

Nota:
Hay otras dos formas de probar.

Por ejemplo: Io Probar que Lim — = j -, b*  0
w->oo y» ■

2o Aplicaren Lim — = Limf (xw)— 1
«->oo y» l  y* J

= [Limx„]£Lim-J-j ...... etc.

TEOREMA 7 (Permanencia del signo)

Sí Lim xn = a a  a > 0 , entonces existe «0 e W+ tal que V « > «q un-
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Demostración:

Sí Lim xn ~ a , entonces dado € > 0 > existe n^e IN+
n-> oo

tal quê  Vw > «o => - a |  < ^ .
=> xn e(a--€,a + £ ) , donde a>0

Como e es número real positivoarbitrario y “muy” pequeño se puede elegir: s - 
hipótesís á> 0 .

+ <=> xn e ^ , 2

<=>, f  <*„ <2a
Lo cual prueba que V n>rtQ , .=> xn > 0.

|TE0REMA8 (del Sandwich)
Sean xn <zn < yn ; V ne lN+

Si Lim xn = Lim yn = a , entonces Límz„ = a
n-> oo /?—>oo

Demostración:

Debo probar que existe un número natural Wq tal que: Si n > n$ => \zn -  a\ < s  , V f >  0
^ .............  '■■■■ j

z„e(á-e,a+s)
Veamos:-
1. Según las hipótesis

a) Si Lim xn = a, entonces: dado e > 0, 3 nxe IN+ tal que:
V n > rii implica a -  s  < xn < a + e

b) Si Lim yn = a , entonces dado £ > 0, 3 n2 e 1N+ tal que:
V n> n2 implica a -  s  < yn < a+£

c) Como xn <zn < yn , V n e W+ podemos elegir:
«0 = max{w1,«2} tal que para
l— muy grande.
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implica a - s  <xn <zn <yn <a + e 
=> a -£ < z n <a + £

2. Porque V n>ríQ implica a - £  < zn'<a + £ con £ > 0 * afirmamos que Limz„ = a

□  2.10 SUCESIÓN DE CAUCHY

Introducción: La proposición: implica \xn -a \< e  , V £> O ” nos indica qué
cuando n es suficientemente grande (n>riQ, es decir n +oo) entonces la
diferencias del término jcq y el límite “a” es muy pequeña (\xn -a\ < s ) .

Dicho de otra mañera: lar desigualdad \xn -a \<  £ implica que (xh -  a) O, es decir
xn a cuando n>n§. Donde «q es un número natural muy grande.

La desigualdad \xm - x n \ < £ implica que (xm -  ) -> O, esto implica xm ->xn .

Es decir cuando m y n son números naturales muy grandes entonces la diferencia xm - x n 
es muy pequeño, casi cero. Lo cual nos dice que los términos xm y xn están tan próximos 
que casi se confunden entre sí. Este concepto nos conduce a definir la sucesión de Cauchy.

Definición: Sea (xn) una sucesión de números reales. Se dice que la sucesión (xn) es de 
Cauchy si para cualquier £> O, existe un número natural n0 suíicientemente 
grande, tal que m>n§ a n > n§ implica \xm - x n | < £.

Observaciones:

1. m y n son números naturales muy grandes (tienden al infinito), en el cual 
m>n v n>m.

2. Según la definición, cuando m a  n son muy grandes, entonces xm y xn están muy 
próximos entre sí.

LEMA 1. Toda sucesión de Cauchy es acotada.

Demostración:

Se debe probar que existen dos números reales a y (3 tales que a  < xn < p , V n e 1N+

Sólo fines educativos - FreeLibros



Sucesiones de Números Reales

Lo que es equivalente enprobarque:existe un número real M  >0 , tal que \xnf £ Af, 

Vnetif*-:

Veamos:

1. Según hipótesis: (xn) es de-Cauchy, entonces dado s  > 0 existe e IN+ tales que, si 
-« ^ « > « 0  => \xm-X„\ <£.

2. Según está definición se-tiene: m y n suficientemente grandes y son variables, siendo n§ 
fijo y ^es pequeño y arbitrario.

3. Como m y n varían, lo que se puede hacer es fijar m y hacer variar n. De lasiguientp 
manera:

Haciendo m-.n§ y eligiendo f  = 1 (porque fes arbitrario)

La definición dada en 1 es: V w > ^  = w => Jx,  ̂ -x w| < 1
=> Xno - l<X„<X^ +l ,

Esta desigualdad nos indica que los términos: x^+j, ••• están dentro del inter-
yalo ( x ^  - í , x ^  + 1)..
También podemos afirmar que' ■ 1**1 < 1*^ I + 1, V n> ng; puesto que:

I*/*,
Lo que nos faltaría es analizar qué suerte tienen los términos {xj,X2 ,...,x^ }, ¿Cómo 
los introducimos dentro de un intervalo?

• •   ••••• • • • - ■ • • • •
*0 *1 x2 * ^ -1  */ip **0+l %-fl

Lo que se puede hacer es elegir: M  = supflxj | , |x2 | ... [x^ | , |x„Q ¡ +1}

Por lo tanto, |x„| < M , V n e JN+

Es decir, la sucesión (x„) es acotada.

LEMA 2. Si una sucesión de Cauchy (xn) posee una subsucesién que converge al número 
real a, entonces Lim xn - a .
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Demostración:
Se debe probar que: Dado e > 0, 3«q e W+ tal que si n > «q entonces \x„-a\ < s

Veamos:
Por hipótesis:

Pi : ( j c „ )  es de Cauchy, entonces dado s  > 0, 3 Nq e N +
tal que m,n> % => | x„-xm (< |

P2 : La subsucesión (x„t ) - * a ,  por lo tanto, dado s  existe tal que

Por a  podemos elegir n>m = nk > «q

Luego, si «> «q tendremos: |xB -o | = |x„ -a\

+ K  -  «I

< — c .

2 2 '

Lo cuai prueba que: Limx„ = a.

TEOREMA 9 Toda sucesión de Cauchy de números reales es convergente

Demostración:
La demostración se apoya én la definición de sncesión de Cauchy y en el lema I

Teorema de Bolzano-Weierstrass para sucesiones:
Una sucesión acotada de números reales tiene una subsucesión convergente.

Leer el libro: Análisis Matemático de una variable, Robert G Bartle.
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EJERCICIOS Sección 2.10

BLOQUE I
En cada uno de los siguientes problemas hallar Hq en función de e.

01. Probar que Lim ( 5 + ~ j  = 0

02. Probar que Lim l \ —L \ = \
«->oo \ 3 3" ) 3

03. Probar que Lim |  j = 1

04. Probar qué Lim ( 5 - - + - 4 r  \ = 5
«-> 00  V n  W /

05. Probar que Lim 3” + 4 = -
/j—>oo 2» +1

06. Probar que Lim
B->00 \ Jtt + S

=  0

07. Probar que Lim f | = 0
«->00 \.n  +1

08. Probar qué Lim ( -¡-í— ) = 0 , o > 0M «—>oo V na )

09. Probar ,que Lim = 0
«—>oo 4

10. Probar que Limgl - 1
«->00 2n -1 2

11. Si Lim xn =Z probar que
n̂ >0

Lim |x„| = \Z\. ¿Lo recíproco es ver-
«—>00
dadero?

12. Sea Lim xn = 0 . Para cada w se define
«—>00

1,1*2

Probar que Lim }>„ = 0
«->00-,

13.Si Limxw« ¿ A  L im íx ,,-^ w) = 0
«—>CO «—>00

probar que: Lim = 0

14. Si Lim fe - -  \ Limyn = a , a * 0 .

15. Si Lim xn - a  => Lim — - b ,rl u«—>oo «_̂ oo-r«
=> ¿i/w = ~ , Ó56O .

«->oo

So^rencias:
1. Aplicar la propiedad Arquimediana: a<bn,  V a ,6 e , V'« € i ¥ + . Caso particular:

2. Aplicar (l + a ) w > l + « a , Vwe JV

3. Para acotar, aplicar por ejemplo: /7 < « +1 => u otras formas de acotación.

4. Definición: Lim xn - a  <=> (V £ >0)(3/fy e W +).  =>,|xw- a |  < £.
«->00
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BLOQUEO
Determinar si es convergente o divergente cada sucesión. Si es convergente, hallar el límite 
de (x„)„>i y (s„)„2i,respectivamente.

*=1 v ■■

0 2 . x „ = ^ ± *  1 2 .S „  = f ( 0 . 9 ) *
2"  +2 *=l
.3 n

03. xn = n 2 13. S„ = ¿ ( ± )
*=0

0 5 . * , - ^  ,5S- - S 2(Í)

*=0
n

« s" = I < 2i r1
«

(2 n + 1) (2« + 3)

10.* n = 4 , P > 0  20.5„ = ¿ - 5t
* ¿=2 *

Sugerencias:

1) En las sucesiones geométricas, aplicar la fórmula de la suma:

1 + r + r2 + ...+rn~l = 1 rl - r  ‘
12) Los términos de la forma: separar en fracciones reales y aplicada la pro-

piedad telescópica (¿ty+i - ak) ~ an ~~a\ •

Sólo fines educativos - FreeLibros



ÜMITiS DEFUNCIONES 
NENIES DE NSDUSIE NENE

□  3.0 ILUSTRACIÓN GRÁFICA DEL LÍMITE DÉ UNA FUNCIÓN

Sea la función /  :[-7,8[ -*■ B t definida por:

/ « =

2x+l2

¿ (x + 3 y + i

3+<J-x2 +8x-7

-§ *  + 24 

7 * - 5 4

-7 < x < -5  

- 5 < x < l  

x = 1

1 <  j c < 4

jc*=4

4< x< 6

6 < x < 82(8- x )

En la gráfica de la función f ( x )  apreciamos:

a) El límite por la izquierda de -5 es 2 ( lim / (jc) = 2)

b) El límite por la derecha de -5 es 2  ( lim / ( jc )  = 2 )
jc->~5+

c) El límite de / ( j c )  en jc = -5 es 2 ( lim / ( j c )  = 2)
x->-5

d) El límite por la izquierda 1 es 5 ( lim f ( x )  = 5)
*->r

e) El límite por la derecha de 1 es 3 ( lim f ( x )  ̂ )
■ ■ x - > l + v  .

00IIH

T
6

' ■ 5 / \ f

A . , , , :
"‘f

\ ?  . 8
; /  -5 i 4 Vj 7

V

-3

f) No existe límite en x = 1

g) El límite de / ( j c )  en x = 4 es6 (lim /(* )= ;6 )
x->4

h) El límite por la izquierda de 8 es +oo (esto es, no existe límite por la izquierda de 8)
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□  3.1 EL LÍMITE DE UNA FUNCIÓN REAL DE VARIABLE REAL

Cuando se estudia los límites en una funeral real de variable real, el lector/debe tener en
cuenta lo siguiente:
Io Cuando se trata de calcular límites -que es un valor numérico- el estudiante deberá 

usar correctamente el ÁLGEBRA ELEMENTAL y la TRIGONOMETRÍA, sobre todo lo 
concerniente a las factorizaciones, las racionalizaciones y las identidades trigonomé
tricas.

2o En cambio, si se pide demostrar la existencia del límite de una función, entonces 
acudiremos al análisis, usando las definiciones y teoremas correctamente.

Definición: Sea f : A  > IR una función con valores reales definidos en A a  IR .
Sea jc0 € IR un punto de acumulación de A.

Diremos que el número “L” es el límite de f ( x )  cuando x tiende hacia x0 , y escribiremos 

Lim / ( x) = L , si para cada número real s  > 0, dado’arbitrariamente, podemos encontrar
X -* X q

S> 0 tal que, si x e  A y 0 < |jc —xq| < S entonces \ f{x )-L \ < e .

Definición Simbólica: Sea / :  A — > I R A c z  IR,x$ es punto de acumulación de k.

Lim /(* )  = !  <=> (V £> 0)(3¿> 0) tal que:
X-+XQ

Si x e A  a  0 < |x -X q | < S => | / ( x ) - Z , |  < £

Aclaraciones para el uso de esta definición:

1) Las letras griegas epsilón: (é) y delta: (S) representan números reales pequefios posi
tivos que se acércan al cero:

Por lo general se escoge 0 < 8 <J y “s“ se expresa en función de “8“

2) Las desigualdades \ f ( x ) -L \< €  y |x -  x01 < <? son las vecindades de X y x0 , respec 
tivamente, por tanto son intervalos abiertos.

Por la propiedad: \a\ < b <=> -b < a < b , si b > 0 tenemos:
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O | / ( x ) - I |< £  «=> - € < f ( x ) - L  <£ 
<=> L -€ <  / ( x )  <L + £  

f ( x ) e ( L - s ,L  + £)

ií) |jc—jcq| < <==> S < x - x § < S
xq- 8  <x <xq:+5 
x e ( x 0 r-S,x0 + S)

3) El intervalo (L -  £,L + £) se llama VECINDAD o entorno de I , de centro en L y radié
£>0,

El intervalo <x0 -8 ,x 0 + S) se llama VECINDAD (o entorno) de x0 , de centro en x0 y 
radio 8 > 0 .

Afírmarque:. x e  A a0 <  | jc—jc0 | <8 <=>’ x e  V¿ = G4-{xo})n(xQ-8 ,x 0 +8)

= {x€í4?0<|x-X(>| <8}

Por tanto, Lim /(x )  = L , significa que para todo intervalo abierto ( L - £ iL + £ ) , exis-
X~>Xq

te un intervalo abierto (x0 - 8 , xq +8) tal que, poniéndose:

Vs = {xeA ,O <\x-x0\<8}
Y

implica f (V ¿ )c (L -£ ,L  + £).

4) En consecuencia si volvemos a fijamos en la definición de limite, tendremos la si
guiente deducción:

Afírmarque: xe^í a  0 < |x-x0|<£ implica \ f(x )-L \ .< e

Es equivalente a decir: Si x e A n  <x0 -  8 , x0 + S) => f ( x ) e  (L -£ , L + s)

5) x0 £ (a veces x0 e v4 ). Es decir, no s'e exige que x0 sea elemento de dominio de f

6) Según la definición de límite, sólo tiene sentido escribir Lim /(x )  = L cuándo x0 es
X - * X 0

punto de acumulación de A.

7) / (x) se acerca a Le IR cuandox se acerca a x0 .
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8) Para los efectos de los ejercicios prácticos, deberá recordarse las siguientes definiciones:

Definición l Sea la función / : / - »  IR, donde /=  Dominio de./..
/ ( / )  = Rango de /

Se dice que la función /  ESTÁ ACOTADO SUPERIORMENTE SOBRE EL 
CONJUNTO A, A c  / ,  si existe un número ce IR, tal que:

/(* )  á c V x <=A,Aq I

- Se llama cota superior de/sobre A.

Definición 2.- Sea la función / : / - »  IR. donde /  = Dominio de /
/ ( / )  = Rango de /

Diremos que la función/E S T Á  ACOTADO INTERIORMENTE SOBRE EL 
CONJUNTO A, A c  / ,  si existe un número £ e IR, tal que;

V x e A , A c l

- Se llama cota inferior de/ sobre B.

Definición 3.- Sea la función / :  /  -> 2R, donde /  = Dominio de /
/ ( / ) -  Rango de /

Diremos que la función /(x ) ESTÁ ACOTADO, en el conjunto A, A e  /  
si /(x )  tiene cota SUPERIOR E INFERIOR. Es decir existen dos números 
reales c y k tal que k e /(x ) < c , V x e A

Otra definición equivalente es: /.(x) ESTÁ ACOTADO en A, si existe un número real po
sitivo M tal que:

l/M I ^ M V x e A

-Se llama COTA

Proposición: k ¿  f (x )< c ,  V x e A  implica |/(x )| á M ; donde A/ = máx{|£|,|c|}
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Ejemplos:
1) Sealafunción /(x )  = 2 jc2 -1 , x e (-co, 2) -  Dominio de f.

; ■ /  ' ’

En el gráfico podemos apreciar lo siguiente:

0  f ( x)~ '2xr-l., no está acotado
supOTormenfó p m  todo ^ e  {--^,2).

//). / (jc) = 2x2 — 1 , está acotada inferiormente 
paratodo x e (~oo,2),po r lo tanto tiene ín
fimo.-

a) El ínfimo de/es “-1”, porque: -1 < / (x), V x € <-oo,2>.

b) Además, el mínimo de f ( x )  es “-1”, porque -1 pertenece, al rango de / .  
Rang(/) = [-l,+oo>.

Aclaración: El ínfimo es el mayor de las cotas inferiores. Si el ínfimo pertenece al
rango de la función, entonces dicho ínfimo es el mínimo

2) Sealafunción: g(x)- j¡x2 - 2 ,  x « ]-4 ,5 ]

g(x)-^x2 - 2
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En el gráfico podemos apreciar lo siguiente:

i) La función g(x) = |*jc2 - 2  está acotado infériormente para todo x e ]-4,5], por lo 
tanto, tiene ínfimo.

El ínfimo es “-2”, pues: -2 < g(x) V x e ]~4,5]

Además: mínimo de g(x) es -2, porque -2 pertenece al rango de g(x) .

ii) La función g(x) = ̂ x 2 - 2  está acotado superiormente para todo x e ]-4 ,5 ], por 
lo tanto, tiene supremo.

El supremo es ~ , pues: V x € ]-4,5]

Además: máximo de g(x) es ^  porque ^pertenece al rango de g (x ) . 

RangoCg) = > > e[-2 , ^  J

Aclaración: El supremo es la menor de las cotas superiores. Si el supremo pertene
ce al rango de la función, entonces dicho supremo es el máximo.

ni) Como g(x) está acotado superior e inferiormente, podemos escribir así;
- 2 <  g ( r ) S  j  y  r e  ] - 4 , 5 ]

=> ' » donde ^  = máx{|-2 | , | ^ ¡ j

, La desigualdad |g(x)| < y , indica que la función g(x) está acotado por .

9) Para los efectos de la acotación de funciones debe conocerse tas siguientes propie
dades:

Si b >0 entonces |a| < b <=> -b< a< b

\a±b\<\a\ + \b\........ . Propiedad Triangular

Aab\ = \a\\b\
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M I = W
\a-b\  = \b - a \

N f W - * 2

1-------- ¿_L< -í- , V 0. > 1ffj +<*2 + ..*+€11, a¡

a2 £0  , V  a e IR

10) Finalmente debo decir que, en los ejercicios prácticos relativos a las demostraciones de 
la existencia del limite, haré uso con relativa exclusividad de la propiedad 
|úi| < b <=> -b  < a < b , si b > 0 , Esto lo hago para evitar la confusión que se comete 
erróneamente cuando no se conocen otras propiedades.

11) Al aplicar la definición de limite, se trata de demostrar la existencia de Sen términos 
de e

O  3.2 APLICACIONES DE LA DEFINICIÓN DEL LÍMITE DE 
UNA PUNCIÓN REAL DE VARIABLE REAL

Demostrar que las proposiciones siguientes se cumplen:

[ Problema 1-1 Lim (2x +1) * 15, jpg A = <-ao,7) u  <7, +oo)
^  x-+7

Demostración:

1) Por definición de límite, tenemos:

Lim (2x + l) = 15 <=> (V e >0), ( 3 S >0), si jt€ 4̂ a  0 < |x -7 | < 5

Usando la hipótesis (la desigualdad) |x -7 | < S , trataré de hallar UNA COTA (en fun
ción de S) DEL TÉRMINO |(2jc + 1)-15| .

Para tal efecto, partiré del término |(2jc + 1)-15| la simplificaré (factorizandó, ra
cionalizando ó usando identidades trigonométricas -según sea el caso-) DE MODO QUE 
APAREZCA EL TÉRMINO | X - 7 1

jc?—>7

entonces |(2x + l)-15| < s

Búsqueda de 8 en función de s
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Veamos:

2) Pero |(2* + 1)-15| = |2jc — 14| = |2(x-7)| = |2J|x-7| = 2 |x -7 |

3) Por hipótesis teníamos: |x -  7| < 8

4) A partir de |x -7) < S  formaré el término: 2\x -  7|

Así, si |x -7 | < S  ~

Multiplicado por 2 => 2 |* -7 |< 2 8
|(2jc + 1)-15| < 28 *— COTA

\A x)-L\<s

5) Escojo 28 = e

Problema^] lim (2 x ~ 0  = — x e A ,  ¿ « ( - I , —2 ) u {“ 3*3)
2

Demostración:

1) Por definición de límites, sé tiene:

Lim^2.*--|j = - ^  «=> (Ve>0)(3<J>O)

si x e A  a  0 < | jc- ^ - ~ ) |< < ?  

entonces k 2x ~ 0 - { - |^ |< £

Búsqueda de S  en función de e

2) Partirde: |(2* - ^ ) - ( - f ) |= |2x - l+ f |= |2 jc  + 1| = |2 ^ + í ) |

= 2 \X+2]

3) Por hipótesis tenemos qBe : x+^ j <£
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4) Apartir de + formaré el término 2 |x+~ |

*5) Así si |x + ̂ |< J

=» 2 | x + 2 ¡ < 2  i

6) Escojo: 2S = s <=>

Así habré demostrado que: |(2*—̂ )—(— s.q©<jx+^|<<5 = £  a  x e A

I Protrféraa 3 I lim (2**-3*+l)»f0, i c 4 ,i------------— * *->3

Démostración:
Por definición de límites toemos:

*-»3

tal que, si x e A  a  0 < |x -3 | < 8 . 

Entonces: |(2jc2 -3x  + l)-10| < s

lim(2x2 -3* + l) = f0 <=t? (V í> 0 H 3 5 > 0 )

Búsqueda de S  en Función de e

1) Como hipótesis tenemos: |x -3 | < S

2) Pero: \(2x2 -3* + l)-10| = \2x2 -3 x -9 | = |x-3|f2x+3|

En ésta simplificación aparece el término |jc-3| que está acotado por S (Según el paso 
1). Lo que me falta acotar es el término |2x+3 |.

Entonces debo buscar un número real positivo My tal que: |2x + 3| < M <— C0TA
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3) Para ello tomemos ó', de tal modo que 0 < ¿> < 1 <— COTA

4) Luego usando el paso (1) y (3>tenemos:

Si ( |ó r—3 | < 8 a  < 1 )  entonces ( | x - 3 |  <  1 )

(esto, POR EL AXIOMA de tra n sitiv id a d : Si a<b A  b<c a < c )

5) De: jjc-3| < 1

=> —1 < jc—3 < 1

2<x<4

<=>

=>

=>

4  < 2x < 8  

7  <  2 j c + 3  <  11 

-1 1  <  7  <2x +  3 < 1 1  

-ll< 2x+ 3 + ll

1 = M

- Á  parir de  e sta  desigualdad  
form aré el té rm ino  |2 x + 3 | •

(multiplicar por 2) 

(Sumar 3)

|2x + 3 |< ll

7) Multiplico la desigualdad de (1) con la desigualdad de (6):

Así, si: |x -3 | < 5
a  \2x+3\ < 11

| x - 3 | | 2 jc +  3 |  < 1 1 ^

\ 2 x 2 - 3 x - 9 \ ' <  s

(6)

8) Hago U S = s

9) Por el paso (3) tengo que “ S ” está acotado por “1” y por el paso (8) tengo que <5 = f¡ 

Luego, escojo: S = mín |  l,yj |  ——
- Esto significa que debo escoger un
8 que sea la mínima cota entre las
cotas 1 y siendo “ s  ” arbitrario, J n
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Así, he demostrado que:

S í*€í4 a  0 < |x -3 |< ¿  => |(2jc2 ~3jc4*1)“ 10]<^ donde J  = m ín |l,~ - |.

NOTA DE IMPORTANTE ACLARACIÓN CON RESPECTO A LA DEFINICIÓN DE LÍMITE

Sea / :  A — -> IR, A c  M, xq punto de acumulación de A.

La definición: Hm f ( x) = L <=> (V¿:>0) (3S>0)  tal que
X->Xq

\ f { x ) - L \ < e  SIEMPRE OUE X 6 , 4  A 

ES EQUIVALENTE A DECIR QUE:

Si (x e A  a  0 < | x ~ xq | < S) |f { x ) -L \< e

[Problema4 lim( 1 - ¿ )  = 1, x e^»
-----------------  x-»0 ' 1 '
Demostración:

1. Por definición de límite tenemos: lim ( l - ¿  1 = 1 <=> (V s > 0) (3 8(e) > 0)
*->0v 2 '

tal que* (0< |x| < 8 a  x e  A) => i_ 2¿

Búsqueda de S  en función de e

Parto de: y la simplifico hasta que aparezca el término |x|.

2 2 
Veamos: 1- 2 1 H  2

3. Por hipótesis, tenemos que: |x| < 8

elevo al cuadrado => \x f  < 82

multiplicado por j  => ^ |x | / < '
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4. Hacemos: ±82 = e => 82 = 2s  => 8 - y u s

Así, he demostrado que: 

( |x |  <  <? a  x e  A) j -1  < £*,donde 8 = y¡2s, ¿ > 0 .

Problema 5 lim (x2 +x2 - 2x) = 140, x € i4, A = (4 ,5)u{5 ,^).

Demostración:

1. Por definición de límite, tenemos que:

lim (jc3 -  2x) = 140 <=> ( V £ > 0) (3 £  > 0 ) ,  tal que:
x->5

( x e A  A 0 < |jc — 5| < S) => (|(x3 +x2 —2^) —140) < s )
" y ' '------  —-r:---   —---

HIPÓTESIS TESIS

2. Parto de |(jt3 + jc2 -  2x) -140] y  la simplifico hasta que aparezca el término | jc -  5 | .

Veamos: |(jc3 + jc2 -  2jc) -140] = |jc3 + x2 - 2 x - 140]

FACTORIZAR POR RUFFINI: = \x -  5|] X z  + 6x + 28]

3. Por hipótesis tenemos que: |jt-5 |'<  8  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (3*)

O4. Lo que falta es hallar una cota M > 0, tal que \x + 6x + 28| < M

Ahora bien, para hallar M  puedo proceder de dos maneras, para ambas maneras, debo 
recurrir a un DELTA AUXILIAR £  < 1 , 8\ > 0 .

Veamos:

5. Si |jc — 5| < 8 < \  = 8 l => \x-5\  < 1
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■ 3 1

2da. Manera:Ira, Manera:
|x -5 | < 1 

- l < x - 5 < l  
 - 4 < x < 6  j

ELEVO AL MULTIPLICAR
CUADRADO P0R6

16< jc2 <36 2 4 < 6 x < 3 6
Sumar miembro a miembro 

“  1 
40 < x 2 + 6 x < 7 2

Sumar 28:
4 0 + 2 8 < x 2 + 6 x + 2 8 < 7 2 + 2 8

68 < x 2 + 6x+ 28< 10 0

=> |x2 + 6 x + 2 8 |< 1 0 0 .... . . . . . .  (5*)

M ultiplico (3 *) por (5 *):

' |x - 5 | |x 2 +6x + 28| < 100<5 

|(x3 + x 2 -2 x )-1 4 0 | < e

Usando la propiedad triangular:

|a + 6 |£ |a [+ |6 |

|x2 + 6 x+ 28| = |x2 -5 x + 5 x + 6 x + 2 8 | 

= |x ( x - 5 ) + llx + 2 8 |

£.|x| [x -  5| +1 l|x | + 28

como fx -  S{ < 1 => £ Ix l( l)+11 |x|-+ 28 
= 12|x| +  28 

= 1 2 |x -5 + 5 | + 28 

£ l2 ( |x - 5 | + 5) + 28 

= 12|x-5] + 60 + 28- 

£ l2 (l)+ 6 0 + 2 8  = 100

Como vemos:

|x2 + 6x+28| < 100 = A/

7. Haciendo 1005 = e  => ^  = Toóff » escogemos S -  mín j 1 , ^  |

Así, queda demostrado que: .

( |x - 5 |< < 5 - m ín | l , j^ |  a  x e A^  => (|(x3 + x 2 - 2 x ) - 1 4 0 |< f )
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EJERCICIOS Sección 3.1
Usando las definiciones de límite, demostrar que:

01. lim(x2 -3x+5)= 9 Rpta. —1 06. lim (a-IX *+2) = - 2
x-+4 x —̂0

* = í

02. lim (x2 + 3x) = - 2  Rpta. <Sj=l 07. lim(x2 -x )  = 0
x~>~2 x-+0

- * = f
03. lim ( l-2 x -3 x 2) = -20 08. lim (3 -x 2) = - l

x-*-3 x-*-2

04. l i m ( i - i x - 4 )  = -T  lim ( l-x -x 2) = - l
2 3 2 '■ 3 ' X-*l

05. lim (ax2 + bx + c) = oxq + Ajcq + c 10. lim (4x2 -  2x +1) = 1

Problema 6  J Demostrar que: lim (1+Jt)3' = 1, ^  >4, vá=[-l,0)u < 0 ,l]— : ;.-■■■ r. ' X-+0
Demostración:
1) Por definición de límites, tenemos que: lim (1 + x)2 = 1 <==> (V e >0)(3 S(e)>0) , tal

x->0

que, (|jt|*<£ a x e A )  ==> (|(l + x)3 - \ \< s )

Búsqueda de S en función de e

2) Partimos de |(1 + *)3 -1| y lo simplifico hasta que aparezca el término |x |.

Veamos: |(1 h- jc)3 -1| = |(1 + x)-1||(1 + x)2 + (1 + x) + 1|
=Jx| [l + 2x + + 1 + X +1 j

=  | * | | x 2 + 3 x  +  3 |

3) Por hipótesis tenemos que \x\ < S (3*)
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4) Lo que falta ahora, es hallar una COTA A/ > 0 , tal que: |x2 +3x+3|<A /

Para ello, tomemosun ¿auxiliar, digamos <5j = 1 de tal manera que 0 < ¿ < l  = ¿j.

S) Pero, por los pasos (3) y (4) podemos hacer la siguiente deducción:

S¡, ( |x |< ¿  A ¿< 1 ) =» |x |< l

A partir de |x |< l ,  podemos acotar e í término (x2 + 3x+ 3)

Voy a exponer dos maneras de ACOTAS, la primera forma es completando cuadrados y en la 
segunda forma usaré la propiedad triangular.

Veamos:

“ 1 < x < 1 
Completando cuadrados en: Aplicando la (nimiedad triangular en

x2 +3x+3 = x2 + 3 x + ^ -^ + 3 |x + 3x+ 3 |, tenemos:

2 |x2 + 3 x+ 3 |á |x2 | + 3|x| + 3 

S |x |2 +3|x| + 3

Como: - í  < x < 1

Sumar - l 4 - |< x + |< l + |
Como:

|x |< 1 => ¿ (l)2 +3(l)+3 = 7

Elevar al cuadrado: < (* + §  )2 <&
Como vemos:

|x2 + 3x+3| <7 = M    (5*)

2
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• v v ^
6) Multiplicar las desigualdades (3*) y (5 *): l*í ( * + 2 ) 4 < 1 8

Si x e A  a  0<|x|<<J = m ínjl,£ j => ](l + x)3 - l |< £

Observación: Cuando se trata de acotar funciones polinómicas, no necesariamente

□ 3.3 UMIIIS DE FUNCIONES QUE CONTIENEN RAÍZ CUADRADA
Cuando se trata de ACOTAR funciones con RAÍZ CUADRADA, necesariamente se trabaja 

con el dominio de la función raíz cuadrada.

Ejemplos:

1. Eldominiode y = >/2 x - l  es: 2 x - l> 0  => x > j

2. El dominio de y = 4 9 - x 2 es: 9 - x 2 >0 => x2 <9 => -3<x<3

3. El dominio de y  = y /l-x  - 5\¡2x-l es:

( l - x > 0  a  2x - l > 0)

tengo que escoger el delta auxiliar como <5j = j , también puede ser 

Si = j  ó etc. pero debe ser un número pequefío. El problema
fundamental es poder acotar.

1
2

1

Problema 7 Demostrar lim v í+ x  = 0, *€ <1,3] = ^
x - * - l+

Donde el dominio de / (x) = VT+x , es l + x>0 => x > - l
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Demostración:

1. lim Vi + x = 0 c=> ( V £ > 0) (3 «J > 0 ), tal que:

Si (0< J c + 1  < ¿y a  x e A )  = >  |Vl+Jt|<¿ .

Búsqueda de S en función de e

2. Partimos de |>/l+x| = Vl + x , puesto que l + x £ 0

Como vemos, ya apareció el término (1 + x) dentro de la r a í z .

3. Por hipótesis, teníamos: 0 < x +1 < extrayendo la raíz cuadrada:

lVi+í|- < £

4. Hacemos: y¡S = e => S = e2

( Problema 8  1 Demostrar que: lim(5+V5x) = 10, xe[0,5)u<5,oo>=.^ 
------------------ x-»5 ,
Demostración:

1. Por definición de límite, debo demostrar que (Vs >0) (3<? >0) tal que, si: 

(0<|x-5|<<y a  x e A ) = >  (|5 + Vóx —10| <  e )

2. Partimos de 15+V5x lO|, sumo, racionalizó y factorizo hasta obtener el término 
|x -5 |.

•Veamos: |5+V5x-10| = |Vóx-5| = 3 (Vóx
(V5x + 5)

5*-25 ( x - 5 )
j5 x  + 5 yfSx + 5

= 5 |x-5 | (
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3. Por hipótesis ya tenemos que: \ x -5 \< 8  .........    (3*)

Lo que falta, es hallar una cota M  > 0, tal que: 

- J — = - J — <M
|V5x + 5| >/5x + 5

Nota: \-j5x + 5| = y¡5x + 5

Pues >¡5x + 5 > 0, V x > 0

4. La aco tación  de -t=J—  se logra a partir del dominio de /(x )  = 5 + \¡5x 
V 5jc + 5

Pues: x e  Dom{/) c=> 5x > 0 
=> xkO  
=> x e [0 ,+oo)

En consecuencia, para acotar el término — partiré de 5x > 0. 

Tomo raíz cuadrada : y¡5x > 0

Sumo 5 : >/5x + 5>0 + 5

Invierto : (4*)

5. Multiplicar las desigualdades (3*) y (4*): |x-5 |-t-J—
V5jc + 5

Multiplicado por 5: 5|x—5| —9=1—  < S—- S
V5x+5 “  5

|5+>/5*-10| á  £

6 . Escogemos 8 = £
Siguiendo el mismo método, demostrar ios siguientes limites del 9 al 12:

Problema 9 lim (2->/3x) = - l  Rpta. M = \ , 8  = e
x-»3 3

Problema 10 lim (2 + >/2x) = 4
x->2

Problema 11 lim y¡4-x = 2  
*-»0

2

, S = 2s
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Problema 12 lim Sc + 5 = 3 
x-»4

Rpta. M = \ , S  = 3s

*[ Problema 13 Demostrar que: lim ^ 4 - x 2 =y¡3 , x e [ - 2 , l )u ( l , 2]

Demostración:

1. Debo demostrar que (V e > 0)(3 S  > 0), tal que,

Si: (0 < |x - l |< ¿  a  x e [-2,2]-{!}) => (\y¡4-x2 <e)

Búsqueda de S  en fundón de e

2. Partimos de: |\4 - jc 2 -  y¡3\, racionalizar y factorizar hasta obtener ei termino: 
Veamos:

\y¡4-x2 —Js\ =
4-x* + S

4 - x2 - 3

^4-x2
n-*2i = u-xiii+xi

1̂ /4 -  x2 + >fi\ \¡4-x2

= |x - l | (Ix+lí)^

Nota:

K\x-ruji ¡
\ ^ 4 - x 2 + v3/

|l~x| = |x - l | ;

\y¡4-x2 + S \  = >/4-x2 +V3 , V x e [-2 ,2]-{l}

3. Por hipótesis tenemos que: < <5 .....v..............    (3*)

4. Lo que falta ahora, es acotar los términos: |*+1| y
\¡4-x2 + S

Es decir, debemos hallar el número M, tal que, |x+l|
,¡ 4 -x 2 +>/3

<M
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Veamos:
PARTIR DEL DOMINIO 

* e f - 2,2]-{ l}

Si jce[-2,2]

■ = >  ~ 2 < x ^ 2  

Sumar 1: - l< x + 1 ^ 3  

= >  | x  +  l | < 3
A

Como : 4 - x ¿ >0

Extraer raíz x¿ * 0

Sumar - J í . . . :  \ 4 - x 2 +-JÍ>>¡3

Invertir.

MULTIPLICAR MIEMBRO A MIEMBRO

|X+1| ■ ,, , J - -  ¿ 3-L = m     (4*)
' ° &  &]4-x2 +

5. Multiplicar(3*)y (4*): | x - l | | x + l | -7  ■ ■!■— -  3-L $
£ - x 2 + £  ~

\J4- x 2 - £ \  8

6. Hacer 3 ^ 5 - e  => S = * y '£ , siendo e > 0 y arbitrario.

Si: s  = 1 => S  = £  = 0.57

OJO: s debe ser un número muy pequeño; di

gamos e = 0.01 ó e = 0.001 ó quizás más pe

queño. Aquí he tomado £ = 1 sólo por comodi-

2 x dad en el gráfico.
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Problema 14 Demostrar que: lim x e  A = [0,4) u <4,oo)
 -------------- :------------------------- x-+4>lx + 2 4

Demostración:
1. Debo probar que (V s > 0) (3 S > 0), tal que, 

Si (0 < |x -4 |<8 a  x e A ) 1 1 
1 7 T 2  4

< S

2. Partimos de

Búsqueda de 5  en función de €

-------j l , para sumar, radoaa&ar y Eterizar, hasta encontrar el tér-

mino \x -  4 |, luego nos ponemos a acotar.

Veamos: 1 1 4 - J x - Z 2 - < fc
■Jx + 2 4 4(Vx + 2) 4%>fx + 2}

(2 - í£ )(2  + Vs) 
4f*  + 2)(2 + >/í)

4-* = 4- |x —4| =4---
4 \(\[x + 2)2:4(-Jx + 2)2

3. Por hipótesis tenemos que: |jc-4|<<5“ ............ (3*)
»

Lo que falta, es hallar una cota M > 0 tal que, —t=J—-  < M
(V* + 2)2

Para ello partimos de: x e [0 ,oo) -  {4} = A 

=> x > 0  

Extraer raíz: => yfx>0 

Sumar 2: => >/jc + 2 > 0 + 2

, Elevar al cuadrado:  ̂ => (yfx + 2)2 > 4

Invertir:
(Vi + 2)

< 4 = m .,2 “ 4
(3**)

4. Ahora, multiplicamos las desigualdades (3*) y (3**): 7 |x-4 | (Vi + 2)2 4
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Multiplicar por -J-: 4- |x —41 ' , , _
4 4_ (-Jx + 2) á

' f e " * )  "  *

5. Haciendo: = s => S = \6 e , habremos demostrado que si:

( 0 < |x - 4 |< í  ==16f a  x e A )  => <€

Siendo s arbitrario muy pequeño.

Por ejemplo e = jjy  => £ = 0.03125

Problema 15 Demostrar que lim >/x = \fa , x e 4 ,  ,4 = IR
x~>a

CASO I Si a = 0, lim ^/x = 0
x-»0

Demostración:

1. Debo demostrar que (V f>  0) (3 £ > 0), tal que,

Si (0< |x |< £  a  xe A )  => |yfx\<£

Búsqueda de 8 en función de s

2. Partimos de \lfx\ para encontrar |x|

Veamos: \Vx\ = y[\x\

3. Por hipótesis tenemos 

EXTRAER RAÍZ CÚBICA

4. Haciendo l[ s  = s => ¿  = £3, habremos demostrado que:

Si (0<\x\<S = s2 a  x e  IR) => \lfx\<€ ■

\x\<S

|3/*l < £
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CASOII Si a * 0 => liiúl[x= Vá  
x->a

» Demostración:
1. Debo demostrar que (V s  > 0) (3 S > 0), tal que,

Si (0<\x~a\<S  a  xe lR)  => \y[x-^Ja\<s

Búsqueda de S en función de e

2. A partir de \lfx - yfa | y racionalizar para encontrar el término \ x a | .

Veamos: \3fx-tfa\-

\x-a\

3. Por hipótesis tenemos que |x -a | < <?  .........  (3*)

4. Por hallar M > 0, tal que; 1 . <M

Pero: V ? + ̂ x ^ /a + ^ /?  = (xJ )2 + a 3(x3) + (a3)2

Completando cuadrados: (x3 )*‘+tf*(je3') + ^ - j  _ + (a3)

7  m2 " + " 7 f

Además: (x3 +-ja31 S 0, V x s  JR

Sumar | ( a 3 f  : (x3 + ^ a 3) + f ( a 3)2 > | ( a 3)2
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Invertir:
X̂3 + 2°3) +4 Ia3)2 3(°3 ̂ 2

= M (4*)

5. Multiplicar(3*)y (4*): |x -o |
( , L ^ )  4 ¿f ¡  3(„í)

\3¡x-l¡a\

6. Haciendo:— &— S = e  => á = — ^ - e ,  habremos demostrado que,
3(o3 ) 2

si i^0<[x-a\<S=j(a3)2£ a  x e  í r |  => \tfx-3[a < £

Problema 16 Demostrar que: lim 4x-4a 1 ;
,_>a x~a 2*

, a > 0 , D f=ÍO,oo>-{a}

Demostración:
1. Debo demostrar que (V s > 0) (3 <?> 0), tai que; 

Si (0 < jx -a |< £  a  x e D j  = [0,<*>)-{#}) =s> f x  — f a  1 
X~<* f e f a

<€

Búsqueda de S  en función de s

2 . yfx - 4a__
x~a 2 fe

( f e - f e )  ( f e  + f e )  ¡
(*— a) (fe + fe) 2 fe (x-a) (fe + fa) 2 f e

1 1 2 f e  - f e -  f e fe - f e (fer-fe)(fe + fe)
fe  + fa 2 fe 2 f e  (fe + fe) 2 fe(fe+fa^ 2 f e  (fe + fe )( fe  + fe)

~ 2 |X2fe (fe + fa)2

3. Por hipótesis tenemos que: |x ~ a |< J   ............... (3*)
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4. Lo que falta ahora, es hallar una COTA M > 0 , tal que: - < M
(Vx+Va)

Veamos:
Partiré del dominio:
Sabemos que x > 0 , con x * a ,  a>0

Extraer la raíz cuadrada : V* >0

Sumar Va >/í+Va >>/a

Elevar al cuadrado : (yjx+yfa)2 >a

Invertir : ..- -.i -  . < 1 = M ..................................  (4*)
(S+>fc)2 a

5. Multiplicar las desigualdades de (3*) y (4*): |x -a |
(Jx + d a f  a

6 . Multiplicar por: -4=: - W x  -  a | ; r- 1 < l , ¿
y (Vx + Var 2aja

Jx-Ja  1 < e

Haciendo: — = e => . <5 = 2aVa £* habré demostrar la existencia del limite
2a>Ja .

□  3.4 límites de funciones racionales

Para la demostración de límites de funciones racionales de la forma: lim = 
i . x-+x0 x a

donde x - a  es asíntota Vertical, tener cuidado en el momento de a c o ta r .

Para ello, deseo hacer algunas breves recomendaciones:'

1) El d e l t a  “ ¿i ” auxiliar que se usa para ACOTAR, debe ser menor que la distancia entre 
los puntos x = a y x = x$ . Es decir:

dl <\x0 -a\'

DISTANCIA DEL PUNTO X  -  X q 

A LA ASÍNTOTA X  =  a
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Con esta observación debe quedar claro, que unas veces no es conveniente trabajar _ 
=1, sino con 6X = -| o quizás con = j , etc. De preferencia escoger 8\ < .

con

Ejemplos:

1. Si

di = , digamos ^  = -j, De pre

lim - -■ - = - 2 , debo escoger
x-+\

JL
ferencia escoger S\ = y = -

ASÍNTOTA VERTICAL: X -  ± =  0

x = l  2

2. Si lim
*-»—I 10

debo escoger

$  < | - 5 - H ) | = 5 > bigamos ¿ l= f  

que es la mitad de -  |  j | .

ASÍNTOTA VERTICAL: 5x  +  4 = 0

' -r = -4

'v.iy
u -n < ¿

Se llama v ec in d ad  
DEL PUNTO x0 = 1 DE

RADIO &  = i  1 4

- r -  4
f X~ 5

7 7 ''*

y  -

VECINDAD DE - i  

DE RADIO ^  = J

. w -

l - B J

: ) J

í : 
—* 

N

X

2) Manejar correctamente la propiedad: |x-xq | < <5j <=> *o ~^\ <x<xo +<̂ i 

Ejemplos:
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3) Si a<fi<b =$■ \ft\ < máx{|a|,|¿|}

Veamos 4 ejemplos distintos:

1. Si -5 < 2 x -3 < 2  => |2jc—3 |< 5 ,porque 5 = máx{|-5|,|2|}

2. Si -2 < 5 x -2 < 7  => |5 x -2 |< 7 , porque 7 = máx{|-2|,|5|}

3. Si -9  < 2 -3x  < -4 => |2-3x |<  9 , porque 9 = máx{|-9|,|-4|}

.4. Si ^ < x + 4 < 2  => |x+4|<2,porque 2 = máxj|^|,|2|j

4) Si a < p  <b //2 <k2 , k = máx{|a|,|ó|)

Ejemplos:

1. Si -4<3x+2<3 (3x+2)2 <42 ,porque 4 = máx{|r-4|,|3|}

2. Si 6 < l - 2 x < 8  => (1-2x)2 <82 , porque 8 = máx{|6|,|8|}

Im p o rta n te

¿Que significa S = mín {1,2¿}, siendo € un número real positivo cualquiera?
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Veamos:

si £~5 ENTONCES £ = mín { ' - ( I ) r - S

Si £ = \  4 8 -  m ínM s)K
Si f  =| 8 = mín!l !(i)¡ i

Si £ = i 8 = mín

Si £ = 1 8 = mín { 1,2(1)} = 1

Si f  = 2 8 = mín { 1,2(2)} = 1

Si £ = 3 • 8 = mí»{l,2(3)} = l

Si £.= 4 ¿ = mín{l,2(4)} = l

En consecuencia: 

S(s) =

Su gráfico es:

1 , Si £>'±

2 s , Si 0 < g < ■—

En el gráfico podemos apreciar que s 
puede tomar cualquier valor positivo: 
en cambio S  a lo más toma el valor de 
l, puesíos qué 0 < S< 1

Problema 17 2x-3 -i ' 1lim— r  = - 2 , 
x-+l x - j  2

Demostración:

1. Por definición de límite, tenemos que: •

> (V s > 0)(3£> 0 ), tal que:2x-3 * * Jim r  = -2X^^X-J

Sii |  | pc—1| < 8 a  Jt e Dj- = JR —|  2 } j Í ^ - ( - 2 ) < eV — -i.

HIPÓTESIS HIPÓTESIS
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Búsqueda de 8 en función de s

2. Partimos de: 

Veamos:

^ r - ( - 2)
Y  — JL

y la simplificamos hasta que aparezca el término: |jc - 1| .

2 * -3
2x-l

2

+ 2 2(2* - 3) + 2(2s-t)
2 x - \

4x - 6  + 4x -  2
2*-1

2 x - l 2 x - l = 8 |* - l |( p ^ I ¡ )

3. Por hipótesis tenemos que (x -1) está acotado por 8
\ x - \ \ 7 s

" /'* ■ * " \ ■
4. Lo que falta ahora es hallar una cota M  > 0, tal que ( |2x- |p < M  

Para ello debemos escoger un 8\ auxiliar de modo que:

~<5J < j l - i | ,  digamos

pues

Distancia del punto x0 = 1 a 
la a s í n t o t a  x - ^  = 0 => x = ±

De modoque : \x-V^.<8 < 

=> De: |x - l |< |

obtenemos :

l - |< x < l + ^

3 < X < 3

Multiplicar por 2 :  4 < 2 x < |  

Sumar - 1  : 4 - 1 < 2 x - 1 < | - 1

l < 2x - K f

Invierto

|2* - ¥

porque 3 = m ^ | | | | , ( 3 | |

< 3  =  M
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5. Como ya tenemos que

Multiplicamos 

Multiplicamos por 8

\x - l \< S . Hipótesis.

|2x-l| <  E

8l2* - 3I¡2*^tí < 24<y
2x~3
x - ±2

- ( -2)

6 . Haciendo 248 - s  => S - 4 j £24

escogemos: 5  = minj j ^  |

■■t—----
Así quedó demostrado que:

Si (|x —1|<<? a  xeD /  = /R - { i j )

V £ >0 y ¿  = m ín{±,^}
Ilustración gráfica

=> p ^ r - í " 2) < €
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( problema 18 Demostrar que:

lim t - S _ ¡2 Y * S
~ “V 3 ’ ~~2x ->02x +

Demostración:
1. Por definición de límites, tenemos:

x™0 2x J j i  = ~7i <==> (V E > (3 S(e) > °) >tel que:

Si ( « < |* |< ¿  j )  => ( | ¿ 7 § | < * )

Búsqueda de 5 en función de e

2.-RaEto de:

Veamos:

x - S  . &
2 x * \ f i  &

y lo simplifico hasta que aparezca el término |x¡

X-J2  , &
i x  + f i  S

£ x - j 6  + 2ji+*fc

& { x - j 2 )  + j2(2x + f i )
' S (2x  + S )

-i/3(2*+ 1̂ )
{ f i  + 2 j j ) x  
£{2x+£)

(7 3 + 2V2 1
S  -..12* +-73 i í

3. Por^ripótesisásaemos que el&rmino |jc| está acotado por S, es decir: \x\ <S ... (3*)

4; Poñfeuscar «macota M > 0, tal que,
|2* + ,/3|

<M

Para dio tomo un “áj Auxiliar”, tal que <$[ digamos

^  = i  |  puesto que j  <—  j

5. Por los pasos (3>y (4) podemos hacer la siguiente deducción:
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Si ( |x |< ¿  A  8 < S l = ± ) : => I 4 < f

- ± < X < L  2 2

Multiplicar por 2 : - 1 < 2 x < 1

Sumar : - l  + s/3 <2x + *j3 <1 + ̂ 3

Invertir: — — L _ * c - J —
� + V3 2jc + v3 V3-1

(esto es posible porque los : — L < i  = M
extremos tienen igual sigio) |2* + v3| V3-1

-7J— = máx|
>/3-l . { 1 + V3 Vs-i }

6 . Ahora, multipliquemos las desigualdades (3*) y (5*): |x|7̂ - ^ < -yJ—^

7. Multiplicar por ( ^  + 2 ^ ) :  ( ^  + 2^ 1x 1̂  <

, y¡2
— T ^ T i2x +

8. Haciendo:• (v5 + 2V2) 1
a/3 (^3-1)

£ = £* y . ■JS (VJ ~ 1) 
•Ji+l'Ji

Escogemos ¿  = /»/» j j

Problema 19 l i m f ^
jc - 6

*^*2\ 3x2 -  8a:+ 4
““ *4 » X =^2 , X ^  ^

Donde* /fjcY-  2* * 6 -  (* 2)(2x + 3) _ 2s + 3 x ^ 2  x ^2U O nüe./W - 3^ g^ 4 (jc-2.)(3jc-2) ■■ 3x - 2 ’ * * 3 ’

Demostración:

1. lim -~t ~ ~  r^í <==> (V f  > 0) (3 ¿  > 0), tal que,
*->23x¿- 8x + 4' 4

si 10 < |x - 2j <8 a  x e D f  = M- 2x + 3 7
3jc-  2 4 < 8
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Búsqueda de S  en función de s

2. Partimos de: § f r §~4 y la simplificamos hasta que aparezca el término \ x - 2 \ .

_ |4(2x+3)-7(3x-2)
4(3*-2)

8*+12-21x + 14
4í3*-2)

I -13*+261 | -13(x-2)| 13 ,_ i
4í3*i23 I I 4f3x-2'J “  4 1 *>13*-:4(3*i 2) I | 4(3*-2) I 4 1 'P*-2|

3. Sesabeque |x - 2 |< ¿   .............      (3*)

4. Lo que falta ahora, es hallar una cota A /> 0 ,  tal que < M . Para ello, tomemos 

una“ ¿| AUXILIAR” tal que ^  < | 2 - | | = | .

5. Podemos elegir ¿j = 1, puesto que l c ^  en consecuencia, de |x -2 | < S¿:¿  ̂= 1 
Deducimos: | x - 2 | < l

—1 < jc—2 < 1 
l < x < 3

Multiplicar por 3 : 3<3x<-9

Sumar-2  : 3 - 2 < 3 x - 2 < 9 - 2

l < 3 x - 2 < 7

Invertir: 7 < 3*^2<1

Hacer: ]3*^2Í<1 = M » P0^

Multiplicar las desigualdades (3*) y (5*): |x -2 |  |3xl:~2¡ < ̂

Multiplicar por & : ^ \ x ~2\ ^ l 2\ <*£#
1 2x-f3 7I < €
| 3x-3 4|
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7. Haciendo: ^-S = e => ¿  = escogemos <5 = m ín |l,-^£-|

Prdbtem a 20 j Demostrar que: lim ^

1. Dado e > 0 arbitrario existe <£ > O en función de e, tal que,

si (0<fx-l |<<J a  xeDj  = J t-{ 2 ,-2 } )=
V - 4  3

<£

Búsqueda de S en función de s

x2 .1
'«f1

*Í*

4X2 -4 4íx*-l). ^4 I*2 '*!
x2 -4. 3 3(x2-4) 3(x2 -4 j 3(x2-4) 3 |x2 -4|2’ x*-4 J ■i(xí -A'\ 3fx* -41 3(x* -4) ¿lx*-4l   ...

+ \x-2\\xlr2\J:
• ■ *****• ss;.,n ;

3. Según hipótesis, tenemos: | x - 11 < <?  .......................................  (3*)

Para hídlar M > 0 ; tal que^x+ 1| < A/

V e ü )^  : >

Escogemos un “ <5j a u x i l i a r ”, tal que ¿j < i»/n{jl-'¿ |,¡f-(-2)|}  donde:

1=|1—2| : Es la distancia de xq =1 a la asIntota x = 2

3 = |l - ( -2 ) | « xq= 1 alaASÍNtOTA x = -2

Supongamos que elijo <5j =•£, puesto que ^  <1.

Luego,de |x - l |<<?á¿ i  =^,deducimos:

~ 2< X ~ l< 2
1-^<X<^ + 1

i <  Jf < 1  
2 2
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Sumo 1: 
¿ + 1< x + 1 < |+ 1

f < * +1<!

ELEGIR

■| = máx

i < x < i

Sumo -2 
j - 2 < x - 2 < j - 2

—JL < x — 2< —- 2 <X 2
INVERTIR

- 2 < -L -< ~ ^
jc- 2  3

Sumo 2: 
±+ 2< x+ 2<j+ 2

■|<x+2 < |

INVERTIR

2<_X_<2 
7 x + 2 5

Hacer:

‘{Ifl-lll}

MULTIPLICANDO ESTAS3DESIGUALDADES Y LA (3*), OBTENEMOS

|x + ||." I. .... I ..
1 1 |jc — 2| |x +  2| 2 5

Multiplicar por § :  f  < 1 .2<?

_£_ + !
¿-4 3

5. Haciendo |  • 2S = £ => ^ = , escogernos: 8 = mínj }

Problema 21 94 15X y
Demostrar que: = 4 ’ x * 5

X—>~
Demostración:
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Búsqueda de S  en función de e

2 , Partir de 94 -  15x 53
5(5x4-2) 5

(9 4 - Í5 x )  + 53(5x4-2) 
5(5x + 2)

94-15*+ 265x 4* 106 250x + 200 250(x + ̂ )
5(5x + 2) 5(5x4* 2) 5(5x + 2) = 5 o U + |

3. Por hipótesis tenemos que: x+4 < s5

5 I l |5x + 2| ,

(3*)

4. Lo que falta acotar es el ténnino: j ^ ~ 2\ 9 es ^ec r̂ debemos hallar una cota M  > 0 , tal 

■ ^Ue’ Í5 ¿ 2 |< M -

5. Para ello escogemos un “ <5j a u x i l i a r ” tal que <5j < ¡ " ' 5 - ( - f ) |  = f  digamos <5j 

puesto que j  < j .

Por tanto, si jc+ j <£<<%=-£ deducimos que, JC+f  < 5

—JL < x+— < — 5 5 5
4 4 r  A partir de esta des-1 4 X Tx  / igualdad formamos

/ el término: —L_
_i<  * < - | _ J  5- 2

Multiplicar por 5. 
Sumar2 .........,

Invertir: 

(3*). . . . .

. —5 4* 2 < 5x + 2 < —3 4* 2 
-3<5x4-2<-1 

.... - 1< J _ < _ I
5x4-2 3 .

^ < 1  = ^  pues l = m á x { |- l |, |- i |}

6 . Multiplicar las desigualdades (3*) y (5*): | x -  y |
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1. Multiplicar por 50: 50|*+A|— J — . < 50<5

94-15* 53
I 5(5jc + 2)̂ 5"

8. Haciendo 50£ = s => 8 = , escogemos <J = m ín ji,

1 - JCProblema 22 Demostrar que lim5 = - 9 , x * -1
jc—>-

Demostración:
■ {,

1. Por definición de límite, tenemos:
l-JClim y ^  = -9 c=> (V í > 0)(3£ > 0) tal que si 

( | * + | | < t f  a  x e D f  = l R - { - l ^  =>

Búsqueda de 8 en función de s

2. Partimos de: 1 - JC
l + x + 9 1 -  X + 9 + 9x

l + x
8*+ 10

1 + x
, ( » f )
* 1 + Jt

81 X 4- -j IÍ-: "̂“r f ?4 | V|JC H-1|/

3. Por hipótesk teneos que: p 4-~ |< ^   ..................   .. (3*)

4. Lo que falta ahora es! hallar una cota M> 0, tal que < M  para ello, debemos usar 

ta hipótesis U + 4  < <? y escoger un “ 6\ a u x ilia ” de modo que:

| x + f | d o n d e  < 1—t - ( - 1)| = t

Usted puede escoger ^ ó ~ ó 8\ = ̂ , etc. como vemos, todos éstos números 

son menores que ~ . De preferencia escoger: ^
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5. Supongamos que escojo 8\=i-, entonces tendré que:

Si , obtengo |* + f  |< 5 > del cual deduzco:

= > ' ~ 5 < X + 4 < 5

. 5 4 5 4

-4 -2 5  ^ . 4 - 2 5
^  20 20

^  20 20 

Sumar 1: => -||+ 1< :* :+ 1< —1^+1

—S -2- < Y + 1 <  L
■ 20 20

Invertir: => -2 0 < -^ y < —

Como 2 0 = m á x ||- 2 0 |, |- y |]  => jTTjj< 20  = M  ........   (5*)

I { 1 1
6 . Multiplicando las desigualdades (3*) y (5*), obtenemos: | jc+ | - < 208

7. Haciendo 160<J = s => 8 , escogemos 8  = m í n | | , j
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Siguiendo el mismo método, demostrar que:

Problema 23

Problema 24

Problema 25

Problema 26

lim = - 2 , x * 0 , escoger «Sj <
* 2

lim = 5 , x *  - 1 , escoger Sl <
~*T

lim -y- = — x * ± 2 , espoger 8i <4
- 3  o r  -  4  5  ¿x - +

Problema 27 lim
----------------------- ' x - * l

2 x  _  
4 x - 3

= 2 , x M

Problema 28 lim l* -■* = 0 , x * \  
* ^ 3* - 2 3

Problema 29 lint _ ^ , x * ±3

[Problema 30

I Problema 31 lim x- -~x~  = -4 , x * i , x * 2
* - > 1  x z  -  3 x  + 2

Problema 32 lim 2 x ¿ + 3 x - 2

> 1  6 x  - 5 x  +  l  2
= 5 , x& 2 , x & \

[Problema 331 lim X - X  _  i

5 x  - 4 x
=  L r x * Q ,
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Problema34 lim • = - l , x * l ,
jc—> 1 2x - 5 x  + 3

Problema 35 lim x3 -4 jc 2 + 4 x 

x~*2 x3 - 5 x 2 + 8 x - 4
= 2, x * 2 , X * \

Problema 36 lim
x-»2

x-2
lxl-2 =  1 ,  x*±2

3x - 1Problema 37 lim!— ^ = 5 , x*l
■ x—>2 l*“ M V, .

Problema 38 lim rrrS r = 1, x * ± j

Problema 39 Demostrar que lim | jc| == | jc0 |
X->Xq

Demostración:

1. Por definición de límite tenemos que:

lim |x| = |*o |
X-»*o

(V £>0)(3¿>0)ytal que, si 0< |x~x0 |<<5’ 

a  xeIR  entonces |j*H |jq)||<£\

Búsqueda de 8 en función de

2. Por la propiedad: 11 a\ + 1 b\ | ^ | a -  b\ , V a, b <= IR

tenemos que: | |x|—|x0 11 < |x - x0 l

3. Si (0 <11x| - |x011 < \x-x01 a  \x — Xq|< S) \ entonces | \x\ -  |x01j < 8

4. Haciendo S = 3, habremos demostrado que:

Si (0 < ¡x -x o |< í = £_a x e  IR) => ( ( — |x0!{<£*)
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Problema 40 Demostrar que lim (l-senjt) = 0

Demostración:
1. (V¿, > 0 )(3 í> 0 ),ta lq u e ,s i a  x e  IR j

=> |1—sen jc—0 | < s

Búsqueda de 8  en función de e

2 . |l-senjc|= sen~-sen* =
f  +  X  f - J

2 eos — sen -£■—

=  2
4  + x

cos- sen-

3. Pero: <
eos

~ + x 2 ■
2 <1

' JL^X
sen~r—

Multiplicar eos sen
i - x  2 - ¿L-,* 2 * — J. v -

" 2-r 2 I

Multiplicar por 2 : 2 eos sen
^ -x  2 *

4. Como: x -  5 ,  entonces, 2 eos
4: + r 
2 sen-

|(l-senx)-0| <  £

5. Haciendo 8 = s , queda demostrado.

Problema 41 Demostrar qué lim (21- eos*) = 1 
—t--------  r  x-+o
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Demostración:

1. (V s > 0) (3 S > 0), tal que, Si: (0 < \x\ < 8 a  x € IR ) => |(2 -  cosx) -1| < s

Búsqueda de 8  en función de s

2. Partir de |(2~cosx)~l| y transformarlo hasta hallar \x\.

I 7 I 4Veamos: l(2 -cosx)~ll = |l-cosx | = |2sen -|| = 2( |sen-|| )

3. Pero: | sen - 1 <  |  j (ésto, basado en la propiedad ¡sen//| < \ju\ )
i «2 i |2

Elevar al cuadrado : sen

2 2 12
Multiplicar por 2 : ^Jsen^j < 2 | | j  <=> 2|sen-|| —

Para seguir ACOTANDO, haré uso de la hipótesis:

4. Por hipótesis, tenemos : \x\ <8

7 *7Elevar al cuadrado |x| <8

Multiplicar por -  : - |x |2<~S2  ............................................ (4*)

5. Comparando las desigualdades (3*) y (4*) y por la propiedad de transitividad, obtene
mos:

2 |sen| | 2 < i ¿ 2 

|(2-eosx) - 1| < e

6 . Haciendo: ~S2 =e => S2 = ls

=> S = ̂ ¡2e , queda demostrado el ejercicio.
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Problema 42 |. 1-cosx ~ nlim  = 0 , x * 0
x-»0 x

Demostración: 

2. Partir de :

Veamos :

y transformarlo hasta hallar \x\.

1-cosx 2sen2f
= |s e n f  |

senf
X X JL2

3. Pero sent m\ (D

X Sen2 iy cos| < - j ¿ <1
senf

=> 2
X  
2 >

< 1  .................. ..........  (II) -

Esta proposición está 
demostrada en la pag. xx

4. Multiplicando las desigualdades (I) y (II):

l = m á x j |l |, |c o s^ jj  

|c o s ^ |á l

senf
sen-|

JL
2

5. Por hipótesis, se tiene: |x| < S 

Multiplicar por f  : f  | x |< f  S .

(IV)

(V)

6 . Comparando (IV) y (V) y por la propiedad transitiva, obtengo: sen f
sen—

se n f1 2 1 JC
2 < 1 S

7. Haciendo: = e 8 , queda demostrado el problema.

□ 3.5 PROBLEMAS RELATIVOS A LA FUNCIÓN MÁXIMO ENTERO.

Definición de la función máximo entero:
lx j  = n <=> n<x<n +1 , V n e Z

Se lee “máximo entero 
no mayor que x”
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Ejemplos numéricos:

Problema 43

1. [2.31 = 2 , pues 2 <2.3 <3
2. [41 = 4 , puesf 4 < 4 < 5
3. [-2.11 = -3 , pues -3 < - 2.1 < -2
4. [-51 = -5 , pues -5 < -5 < -4

I  X +  1 5 9 ^
Demostrar que: lim ,i \ '

?  • 4 *  5

Solución:
En primer lugar, veremos en que intervalo se mueve la variable x.

Si x -» l entonces: Jx+-j J se hace | l  + |  J = 1 c = s >  1< x+y < 2

4 ¿ x <T

En segundo lugar, definamos el valor absoluto |5 x - l |, ásí, tendremos:

:15x-l| = .
5 x -l , Si x > j

- (5 x 1 )  , Si x < j

| x  +  i |

En consecuencia, la función / (* )  = se convierte a forma f ( x )  = — si

j á x < § ,

Por tanto, debemos probar qué: lirn = ~, x e £ j ,- |^

Demostración:
1. (Vf >0)(3¿>0) tal que si ^o.<|x-i|<¿ a i l

5 x - l  4

Búsqueda de S en función de s
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3. Por hipótesis tenemos que |x - l | < £ . . . . ............       (3*)

* 4. Por hallarse una cota M > 0, tal que, < M

La cota M se halla á partir del intervalo [y >§) 

Veamos: Como => j <x <j

Multiplicar por 5 : 4<5x<9

Sumar-1 : 3 ^ 5 x -í< 8

Invertir: I  < __l_<1
8 5x- l "3

—I— < I  = Af Í4*V15JC-1I ~3 m   V* }

5. Multiplicar las desigualdades (3*) y (4*): [x-ll jg ^ T[ -  3^

16. Multiplicar por 11^ ~ 11 < + U

—!----X < Sí| 5* -1 4 j i2

7. Hacer: -&8 = s  => . S = ^ s

[ Problema 44 Demostrar qué lim -  2
4

Demostración:

1. En primer lugar, veremos en qué intervalo se “mueve” x cuando x -± -  

Veamos: Si x j  entonces IxJ se hace:

[i]=o «

2. En segundo lugar, definíanos ei valor absoluto: |x| =
x , Si x £0  

- x  , Si x<0
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3. Por tanta, la función / (x) = j \x\  -  [x] se convierte 

en f ( x ) - y [ x ,  0<tX<\

En consecuencia, el lim Vl*| -  [xj es equivalente a escribir: lim V i  -  j , *  €  [0,1) « 
Demostración:

1. Por definición de límite, tenemos: lim V i  =  i  <=> (V f>  0)(3 £ > 0)
X~*A

S i | o < j x “ | < 5  A X€[0, l}j  => |V Í ~ - jJ < f

Búsqueda de S en función de e

1 x - ±  X 4 - I r  1 1 1y^ +2 H 4,hMi
3. Ya tenemos acotado el término U - 4  , pues U-4- <<? (3*)

4. ^Debemos acotar el término
| ^ + 2

, es decir, se debe hallar un número real M > 0 , tal

qüe, 1 <M.

Veamos: Partiré del intervalo [0,1)

Si xe[0,l) => 0 < x < 1

Tomar raíz cuadrada 0  <  V i  <  1
Sumar ~ 

Invertir

i < X +l / i  
2 2 2

| < - r LT < 2  = M
3 4x+\
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5. Multiplicar las desigualdades (3*) y (4*): |*~  4 1
yfx+l < 28

,X\ á  *1̂

6 . Haciendo 28 = e => 8 = j s , queda demostrado el problema,

IProblema 45 Demostrar que lim — pj = 4
U-  ------------ ' *-*l4x-[2*-§] 3

Demostrar

1. En primer lugar, veamos en qué intervalo se mueve “x” cuando x -> 1.

Veamos: Si x -> l entonces: [ 2 x - l  J= [2 (lj- l]= I1 .6 6 1 = 1

l ¿ 2x - ± < 2

\+k<,2x<2+\

j. á 2x < j

i ^ < i

2. Como |  2 x "  J = l <=> ^ < x < ^  , entonces la función / (x ), toma la forma:

/ W  = 4 ^ T ’ Xe[6 ’6)

3. Debo probar, por tanto que: lina = f  > * € [ t ’ ó)

Veamos: •

limT^ T = 4 <=x> (Vf>0)(3<5>0) tal que, Si:
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Búsqueda de 5 en función de e

4. 4 4 12-I6*+4 l l 6-l«c 16(1 -*)
4 Í^ I_ 3 3(4*-1) ~|3(4x-l) /-"s

7H = T l* -il(W n í)

5. Como | jc —1| <  S ,  me falta hallar una cota A /> 0 ,  tal que:  ̂< M

6 . Partiré dél intervalo

Si jre '=■ l S l < 6 

=>

10 22

-Á. < —1— ■< Á  —s  I— < -£ .
22 4x-l  “  10 |4*-1| "  10

7. Multiplicar (5*) y (6*): 1^—Jl ^

8. Multiplicar por f : f  \x-  ! | < | ¿ ¿

LA----1 < 16 c14x-.l 3 | y d

9. Haciendo A* = J-c  
* 16

(6*)

, V £ >0 queda probado el límite.

2-xProblema 46 Demostrar que lim 7-737—=- = 1
1 1 ’""" "    J v_v JL 1̂1

Demostración:

1. En primer lugar, veremos el recorrido de “x”.

Si entonces M  = | - | J  = [1.5] = 1 <=> l< x < 2
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se2  *■“ jc2. En consecuencia la función /(x )=  - -l-XJ
hará de la forma:

2 —• x '/(jc) = — r, siempre que l< x < 2  a  jc*1
, X 1  ̂   -

\<x<2

Ahora todo se reduce a probar que:

lim f ^  = l ,  xe<l,2>
X̂ 2

Veamos:

3. Por definición de límite, tenemos:
2 - xlim = 1 => (V ¿r>0)(3¿>G),tal que;

x-+i x

Si ( 0 < | x ~ |  | « 5  a  x e <1,2) ) => ^ 0 < 2-x
x - l -1  \<£

Búsqueda de ó  en función de e

4. ^ - 1x - l
2 - x - x + l -2* + 3

x - l x — 1 x - l 3\X 2 | ( |x- 1|)

5. Por hipótesis se tiene que |x - - | |< £

6 . Por hallarse un número M > 0 , tal que, ^-3-̂  < M

1. Debo partir de (1,2) : si x e (1,2)

=> 1 < x < 2
Sumar -1 : =>■ 0 < jc — 1 < 1
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Como vemos no es posible acotar. Por lo tanto, escogeremos un “8\ a u x i l i a r ”  que sea

<5j < | f - l |  = 2 .digamos áj = |  o <5j=^ = |
I * I
L—— Distancia del punto jr0 = 1   -Es mejor tomar la mitad

■ ■ ■ de la distancia de x* aa la asíntota x = 1. ■ ■ ■
la asíntota.

8 . De esta manera, si U --I  <<5

Obtenemos: § (< 3  <=> “ 3 <jr~ f  < 3

H <X<M

Sumar-1 ...................   : ^ < x - l< - |

| < - \ < 6  => r - S i< 6  (8*)5 jc-l |jc- 1| v 7

9. Multiplicar las desigualdades de (5) y (8*):

10. Multiplicar por | : f | x_ f  |jr ílj <

i i í - l  < 4Sjt-i

11.Haciendo 4S = s => S - ^ e .escogemos ^ = m í n |^ , ^ |
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□  3.6 LÍMITES ESPECULES

1. Probar que | ^ j , --| = 5 

en un entorno de x = 2.

Solución:

1. Un entorno de x = 2 ,es \x -2 \<S  

<=> 2 —5< x< 2 + 8 ,  8 >0

2. P e r o ^ f  = 2+- ,JC-1 X-l

3. En“ 2-<?cc<2+<5”

Sumar-1 : Í-<J<x-l< l+<?

Invertir: jcl + S jc — 1 l - í

Por3. \ + S  x - l  l - S

Sumar 2: 2 <  2 +-^-r < 2 + 0 7\ + S . , X -l l-i?

Tomar límites cuando £ -» 0  

lim Í2 + Tf-r)<  lim Í2 + -~-r)< lim Í2 + 0 r)
S-*Q\ 1 + * /  ¿-»ov x ~ l ! s-> ov l ~s J

5<(2 + I i 7)<5

=» l 2+ * l - 5 c i < x < 24

Esto por el teorema del “SANDWICH” ver 
páginaXX.

2. Evaluar: L = lim
lOx

jc->2~ x -5 x  + 6 .

Solución:

Por el Prob. 1, se sabe: lim |  ^(*-1) j~~*

t r v  5x*-ÍOxLuego: L = tan ---------
x~*2~ x -5x+6. 
x<2 ' ' '

- ™ < x - 2 ) ( x - 3 > - 2 - 3  1U
-.jf—̂2.;: ,

3. Evaluar: lim / ( x ) ,  donde: 
x->-3

^ ¿ i g a e s
- 1*1

Solución:
Hallar el límite por la derecha e izquierda de 
x = -3 .

A LA DERECHA DE x = -3*- - ' ~ y • ■* :
' ; ■ x>-3 - . v

(J-3)<x< —2 ; 
■ [Xl = @5

\
x - l  > -4 

¿t4)<x-1<-3 
|* - U = ^ 4 )

REMPLAZAREN f ( x )

m =  -4 ~x
yjx2 ~(~3)

Luego: Ü  = lim -T4 = ~4,  ̂ -- = — 7-& a/9 + 3 2v3x—>—3+ \X + 3
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A LA IZQUIERDA DE jc = -3
x<-3

Í4 )< x < -3  

=> fjc l =C— 4)

T  ^
Sumar: -1

jc—I < —4
U

(-5)2 x - 1 < -4
i x - n = Q )  

 t
REEMPLAZAREN f{x )

Luego:
r-  - 5 - x  -5 -  (-3) _2L =  lim  •■■■ - -  - T g - r ; - 2  = - A

x->-3~ \/x2 -  (-4) V9 + 4 ^

4. Hallar: lim (2x+3x )[l-x ]|
x-»2+

Solución:

Si x -» 2+ , entonces x > 2

Sumar 1.

=> -x  < -2  

l - x < - l

Acotar por la izquierda con el enteró menor 
que-1:

- 2 < l - x < - l
|[l-xJ = -2

Por tanto:

lim (2x + 3x2 )[1 -  x] = (2(2)+ 3(2)2 ) (-2) 
x->2+

. - =;-32

5. Evaluar lim /(* ) ,  para:
*-*i

/(* )  =
x + 2 

* + 3

,  x ^ l

2x + \ ’ * 6 <<)»1>

Solución: 

a) lim
a ; unL  * + 2 1 + 2 3x -> r

x>\

b) lim
X<1

I2.82]2 _ 22 4
3 3 3

jc + 3 _  1 + 3 _  4 
L 2jc + 1 2(1) +1 ~ 3

6, Hallar lim [2jc-1]|[2jc+-1J
x -* l

Solución:

a) LÍMITE A LA DERECHA x = |

x > *1- 2

Por 2: 
2x > l 
Sumar -1: 
2x - l  > 0

Por 2:
2x > 1 
Sumar 1: 
2x+ l > 2

Acotar por la Derecha Acotar por la derecha]
0 < 2x - l< l  (2)<2x+l<3
Aplicar |  ]; Aplicar [ ]
|[2x - l]= (0) |[2x +11 =(2)

luego: lim [2x - l] [ 2x + l] = (0)(2) = 0
x->A+

2
x> 2
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b) LÍMITE A LA IZQUIERDA DE x = ±

. I  :
2x < l
2 x-l« i:0  
Acotar por izquierda 
con el menor entero.
-1 á 2x -1  < 0 

=> |2 x - l] |  = - l

2 x < l

2x + l < 2  
Acotar por izquierda 
con el menor entero.

l< 2x + l < 2

[2x + 1| = 1

Luego: lim [2x-l][2x+l] = (-lXl) = - l

« i

7. Evaluar: L= lint | “V J
Solución:

a) LÍMITE A LA DERECHA DE 1.
JC> 1

x2 >1
-^-<1 => 0< i< l

Por tanto:
= [ * ] - •

Luego:
*>1

b) LÍMITE A U  IZQUIERDA x = l 

x < l

Si 0 < x < I entonces 0 < x2 < 1

^  ■+ > 1X

Pero:- 1 < -y < 2 , entonces |  -y J = 

Luego: ZT = lim | - y  J = 1
x<\

O  3.7 LÍMITES INDETERMINADOS

Las formas indeterminadas más usuales son: 1) 2) l00 3) —. U , oo

otras fonnas indeterminadas son: O.oo, co-oo, 0o , oo00.

1. CÁLCULODELÍMITESINDETERMINADOSDELAFORMA $

Si lim ^ = | ;, Entonces para evitar la indeterminación $ se harán ciertas opera-

ciones en el numerados y/o el denominador de modo que se pueda 

simplificar el bin¡omio ;(x --a ).
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CASOS QUE SE PRESENTAN:

CASOI Si- P(x) y Q(x) son polinomios de grado n y m respectivamente, y

lim -̂ 7 ~r = £ ,  entonces la indeterminación se evita tan solo fa c to r iz a n d o  0 ’

el numerador P{x) y/o el denominador Q(x) , de modo que el binomio 

(x -a )  se simplifique así: lim 7 ^  = lim 7 —— l i m

CASO II Si f ( x )  y g(x) son RADICALES y lim ^7^  = £ , entonces la indetermina-
x->a 8 \x) u

ción se evita racionalizando en numerador y/o denominador.

CASO III Si f ( x )  y g(x) son FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS, y lim = n > en‘

tonces la indeterminación se evita haciendo uso del teorema lim = 1 y
//->0 ^

algunas identidades trigonométricas.

Ejemplos: 1) lim5sâ =  lim 5 ^ ^  = 5(1) = 5 
x-»0 * 5x->0
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CASO I LIMITE DE FUNCIONES RACIONALES

Método de Ruffinlpara factorizar polinomios:1) Calcular:

x3 + 4x2 + 4*L= lim 2
X - + -2  x* - x - 6

, x * -2

Solución:

Io Se sustituye la x por -2

L  (-2)3 ^4(-2)2 -t-4(-2) o 
(_2)2 - ( -2 )-6  0

2° Como el límite es indeterminado de la 
forma ^ y tanto numerador como el de
nominador son poteiomios, entonces 
deberán ser factorizades para que así 
pueda ser simplificado el binomio. 
x - ( -2 )  = x + 2 .

Veamos:

I =  lim x̂  + 4x+*)-= lim x(x + 2)
x -+-2 (* -3 )(*  + 2) x - ± - 2 (JC_3KJC+2)

= lim = = a
jc-»-2 x - 3 - 2 - 3  -5

^  T x* + ax -2a
2) I  = lim---- r— 2—

x —ax-+a 

x * a ,  a > 0

r i* x1 -(a + í)x + úi3) 1 = lim Y r i ----
x-+a x — a

x a>0

4) L= lim

Si lim = £ , entonces x = a es raíz de 
x-mQM  0

los polinomios P(x) y Q(x) .

Por tanto el valor numérico de: 

l  = im, ÜM = lim

= Iiin^ w = ^ M

donde i |(a )  y Q (a) se obtiene por el mé
todo de Ruffini llamado también divisito 
sintética.

Veamos:
5* -3 *  -6 85) Calcular lim , ,

x - * - 2  2xr  -  3j r  + 2 * +  80t

Solución:
El manerador:

II a - 2 5. 0

- 1 0

-3
20

0

-34
-6 8

68
- 2 5 - 1 0

- 1 0

17
40

-34
-114

0

SoL 3
2

5 - 2 0 57 -148

El denominador:

- 2 2 0 0 -3 4 80

a -1
3a2

-4 8 -16 38 --80
Sol. - 2 2 -4 8 -19 40 0

-4 16 -48 134 »

SoL 3
r

2 -8 24 -67 174

Sólo fines educativos - FreeLibros



mm Análisis Matemático I

Por tanto, el límite será: L =

Pues: Pi(-2) = -148 ; 
a ( - 2)-174

Siendo: Px(x) = 5 ¿  -lOx2 +17x-34

21 (x) = 2x4 - 4x3 +:Sx2 - 1!9x+■40

Solución:

Io Al sustituir x por 1, obtenemos L = ̂

2o Levantar la indeterminación:
Factoricemos el numerador y el denominador:

ws” + 1 ~nxn - x n _  n x " ( x - l ) - ( x "  -1 )  

xA( x - l ) - ( x - l )  ( x - l X x ^ - l )

wx” (x -1 ) -  (x -1 ) (x”" 1 + x”~2+,.■+1)
(x -IX x -IX x ^ + x ' - 2 + ...+ 1)

(x -lX /a^ -x ""1 -x ”-2 -.. - 1)
(x -l)(x -l)(x />_1+xJ>"2+.••+1)

(x -  l)(x - 1) (nx”-1 + (/i - 1)"1-2 +...+ 1)
(x -  l) (x  -1 )  (x^-1 + xp ~2 +...+1)

6) Calcular: L = , n eZ * ,  p e Z +

x T ,.  rae" 1 +  ( « - l ) x " - 2 + . . .  + 1 b +  ( b - 1 )  +  . .. +  3 +  2 +  1Luego: L = lim p-p—tt-t-    —  —-¡— —x^l + J  2 + ...+\ 1+1 + ...+1
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También se hace por Ruffirii:

El numerador: El denominador:

1 n -(»  + 1) +0 +0 +... 0 1 1 i — 1 0 0 0 ... -1 1
n -1 -1 -1 -1 1 0 0 0 0 -1

1 n ^  - i -1 -1 -1  - I 0 1 1 0 0 0 0 ... 0 -1 0
it « - 1 Hr- 2 2 -1 1 1 I 1 ... 1 1

n i» -l #i- 2 /f — 3 ... 1 0 1 1 1 I 1 ... 1 0

La soma delosn primeros Hay P veces 1 = P
números que es: ^

7) Dada la ñmción cuadrática / (jc)= ax2 +bx+c,  calcular el fímite:

L = \ m Ax+h)- f {* K h * 0 .
*~+0 ' h

Solución: lim
h-+0 h

— lim á*2.*2ahx+ah2 + fcc+ bh + ĉ tbP' -*hx~c 
h-> 0 *

lim B& + * * > l 'm2ax+b
h->0 h

CASO B CÁLCULO DE LÍMITES CON RADICALES

Para levantar la imleterminación de los limites que tienen radicales, es necesario racionali
zar

FACTOR RACIONALIZANTE

El factor recionalizante del binomio: (yfá-yfB)  es:

(4 a" 1 + \¡An~2 yfñ+ ^An i!f á 2 +. ..+y¡Bn l ) de modo que:

A - B  = { ^ A - ^ B ) { !ÍAn~y + ÍAn~2^ B + ^ A n~3 Í b ^ + . . .+ ^ b H )
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Esta racionalización se cumple para todo n e Z* , n > 2 . Se basa en la siguiente descompo
sición de factores:

an - b n = (a-b)(an- '+ an-2b + an-3b2 +... + abn~2 +bn~x)

Si « = 2 entonces: A - B  = ( J a - 4 b ) ( J a  + 'Jb )
Son conjugadas entre sí.

PROBLEMAS:

.. yjx2 -  2x + 6 -yjx2 + 2x ~Problema 1 Calcular: L = lim .
— :----------------  x~»3 x -  4x + 3

6

Solución:

Io Al sustituirá por 3, obtenemos

2° Levantar la indeterminación: racionalizando el numerador, que se multiplica por su con
jugada, y factorizando el denominador.

I  = iim  + 6 -■yjx2 + 2 * -6  ) J £  -2 x  + 6 + -Jx2 + 2 x -6  )

-*~>3 (x - 3 ) (x - l)(yjx2 - 2x + 6 + yjx2 +2x +ó)
4 ■ V ' . • -

¿ =  lirn ^2 - ^  + 6 - x 2 - 2x_p 6 Hm _ Z4 x + n  lim  rlL-v3L.„
x->3 ( i  -  3) (^ -  1)(>T + rT) ' *->3 ( ) ( )(>T + V )  a:->3 (x -  3) (* - 1) (rT + V )  :

 ̂ = lirrj -i—i_____ . " —4 ■ '• -4   1, :
~ ( x - 1) ( ijx2 -2 *  + 6 + + 2jc- 6 ) ( 3 - l ) ( ^ 9 - 6  + 3 + V 9 > 6 -6 ) 3

1 = lim -*------ - i——
x-»0 x + x

Problema 2

Io Al sustituir “x” por “0”, obtenemos

2° Racionalizar el numerador y factorizar el denominador.
Para racionalizar el numerador, en primer lugar, debo convertir a común índice: 

m.c.m.(3,4) = 12
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Luego: L .  lim - ■ lim -f c í Z Z : . j £ ¡ S
x + jT x~»0 x + xx->0

= lim (Ux2)4 - (1- 2x)3
x-»o * ( i+ *  )(r.R )

-  Hm (** +4j6 + 6*4 *4** + l ) - ( l - 6 x  + 12x2 -g jt3) 
x->0 xO + ̂ H F-R)

= lim
x-»0

x(x7 + 4x* + óx3 -  8x* -  8x+ 6) 
x(l+xí )(F.R)

= lim xr +4xí +6x3 -8x2 -8x+6JHR —■>.-"p^srrr ■„",r-il ,■> —---p = = = r ^

hay!2 términos

f _ O + O-fO-a-O+6 _ 6 _ 1 
(l + 0)(l + í + ... + l) 12 ~ 2

Lo que se Jia hecho es: a => a12 = (1 -f x2 )4

F.R = M

b = ly¡(l--2x f  2 = (1-  2x)3 y que:

*12^ é 12 = (a-Z>) (a11 +a10i  + a V  +... + 611)
F.R.

3 Calcular: ¿ =  ^ * E ± ^ E h ± E I L * L l , l L
X-+1 x-1 0

MÉTODO PRÁCTICO PARA CALCULAR ÉSTE TIPO DE LÍMITES

Cuando en el numerador existe la suma de 3 o más términos con radicales, entonces .para 
levantar la indeterminación ^ , el quebrado original deberá separarse en dos o más quebra
dos, cada uno con límite indeterminado, dependiendo esto de dos o más ceros que pueden 
formarse en el numerador.
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Ejemplos: I Hm l i m ^ # +  Hm ^
jĉ >2 x 2 0 0 0  -x->2 x 2 x-*2*

2 lim $x + 23/x +t/x -4  _ q _ ^x -l + 23/x- 2  + >/x-l-4 + H-2 + l
x—̂1 *-> _ ° - x™ 1-1

Cuatro ceros en el numerador harán cuatro quebrados, cada uno de los cuales con limite in
determinado:

Así tendremos: L = lim + lim + lim "Hzl + i¡m —+ 4
x - > l  x ~ l x - > l  * - »  x - * l  * - »  X - » l  JC“ 1

L\ L>2 ij ¿ 0

Finalmente; para hallar ¿ j , ¿2 y Z3 se multiplica cada uno por su factor racionalizante. 
Igualmente operamos en el problema 3

L -  lim 3>/2* " 1 - 2>/5* ~ 4 + 5V3*+ 1 - 8*2 -  3
JC—>1 * *

0 0 0 0 0

¿  lim 3> / ^ ^ ~ 3“ 2^ 5^ 4 + 2 + 5>/3^ ^ 10~ 8x2^ 8~ 3^ 3“ 2 'f l0 “ 8 
, 'x~\

Como vemos, en el numerador aparecen cinco ceros, lo cual indica que formaremos cin
co fracciones cada una de las cuales con límite indeterminado. Cpmo la última fracción re
sulta cero, entonces sólo nos abocaremos a calcular los cuatro ¡primeros límites:

F.R.

. .. 3 ^ T T -3  .. 3$27T-ff)(V (2x-l)4+^(2x-lf  $  + ... + %? )L\ = lim —---- :---- = lim —----    ~==r--------- ;—
x-*l x x-»l (x~l)(^(2x -l )4 + ... + VÍ4)

= lim . f  T
^->1 (je -1) ( V(2jc—l)4 + ... + ̂ 4 j

.  lim --------------------

• ^ (x - 1) ( ^ F +...+# r — ,+i

T - 6M -T

HA8HAKCMCO VECES UNO
_ 6
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F.R.

Vi, ,  ,V¡?)

^  *  x ~ * 1 ,  x ~ * 1 ( x - 1 M ( 5 x - 4 ) 2 + . . . . ‘. . + # 1

-2(5x-4-l)= lim
x~*l ( x - l ) { l j ( 5x- 4)2 + ... + VÍ2 )

= lim -2.5(x -1 ) =  ~ 10 =  - I f i

( x - 1)(>/(5jc- 4)2 + ... + VÍ2 ) 1 + 1 + 1 3

T -  1012 -  - y

¿3 ■ Ito = lim -»> ■ lim
■ x-»l * _1 x->l , - * ~ 1 . x-+l (x- l)(y3x + l + 2)

lim - 5(3x + l-4 )
x-»l (x -1 )  (a/3x + 1+ 2 )

5 .3 (x - l )lim V ’ -
x-»l (x - 1) (■<JJx + l + 2)

lim ■ 15~—  = 4 rñ  = ¥  ^ l V 3 x  + l + 2  2 + 2 4

r  - 1 5
^  “ T

, .. - 8x2 +8 -Sfx2-! )  .. - 8(x-l)(x + l) r= lim — —r - = lim —*— = lun -v , — -  = hm f-8(x+
X-+1 x ~ l  x - > l  x ~ l  x —>1 * - *

lim [-8(x+l)]
X-+1

= - 8(1+ 1) = -16 
Z,4 =-16

Conclusión: L = Ly + Lí  + Li +L^
_  6 10 . 15 1 f i_  863

■ . . “ 5 . 3  4 .1 0 “ ~  60

[ Problema 4 I Calcular I  = limv .i—un i —  —̂ v vr

Solución:

Podemos hallar el recíproco de L: K =

üm   i -■* . —
*-*0y8 + x3 -y¡4 + x2
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K= lim +
X - > 0  X  jc- » 0  x 2 >

.. l iz  +  x ? - V z  . .  2 - J 4 + X1= lim —— 5-------+ lim —-L̂ — -
•jc—►O x  jc—>0 x

k  k  "

.■ ,  m  < $ :7 - ^ ^ ^ ,  m  = ^  , „ 0
x - > 0  jc2 ( ^ ( 8  +  jc3 ) 2 +  . . .  +  V 8 2 )  x->0 x F.R . x - + 0 ¥ K  12

F.R. '

h  „  lim 1¡m 4 -4 -¿ _  ,  ^   d L _  = _ l
x->0 x2(2 + j4  + x2 ) x->0x2(2 + j4  + x2 ) x - > 0  2 + J4  + x 2

Luego: K^Ly+I^  = 0 —j  = - {

r .. -Jl + lfx + 2 V x-7  L = lim  ---------77-------Problema 5
jc—>8 x~i

Solución:

Separar L en dos limites:

,  V 7 + W - 3  + 2 ? / í - 4  + 3 + 4 - 7  .. J l  + l f c - 3  .. 2 ^ - 4L= hm-*—  -------— x— ------ — = lim ' o  + hm r „
x-+8 x ~ s x-+8 x ~* x->8 x ~ s

= , ||m  ------
*->8 (jt -  8) í yjl+ifx +3 J x-* ^(x -8 )(4 ] + Vx +3) x~*& ( * - 8XV? + V* +3)

1¡m \ f c - f ó ) ( f é  + lfx& + 1Ñ2) lim * -8
x->8 ( x - 8) (xjl + i[x + 3) i Ü  + ... + ̂ 2 ) • x-*8 (X -  8)(^7 + ̂  + 3) ( C 2 +.,. + 1¡8? )

1 _  JL
(3 + 3X4+ 4+ 4) 72
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s ljm .____________________ mu 2 ( x - S )  ■ = 2 _ 2 . . .

*->8 ( x - 8) ( $ ? .+  ... + ̂ (23.)2 ) *-»8 ( x - 8)(# x 2 + ... + ̂ /(23)2 ) 4 + 4 + 4 12

i  
6

Luego: í  = Li +L2 r  T í+ 6 *  72 = 72

P ro b le m ^) ’ Hallar lim a - ^ ) U - ^ ) ( i - f ) p - f o  
 —  ’ *->1 (1-*)" 1
Solución:
1. Se racionaliza cada factor del numerador multiplicando cada uno por sú factor racionali

zante:

¿ - l i m
x-*l ( l - x ) ^ \ l+ J x } ( l+ l fx + & ) . . .X \+ ’fx + l& + ...+ ^3¿r í )

L = lim (i-x)(l-x)...(l-x) _
x ^ l(l-x )^ 1(l + Vx)(l+^í + ̂ 2 )...(l + sGc + ..•. + I?*"-1 j

, lim
x->*1 (1  -  j c ) " - 1  (1  +  4 x )( \ + i í x + ^ ) , . . { \  + <fi + . . .  +  4xn̂ )  2  * 3  * 4  * 5  - • ( n  l ) n

- X - .
. «!

Problema 7 , ”Ú\ + aX %ll + /3X -  1 > ry+lim ——  ---- 7  m,ne Z
x->0 x

Solución:

¿;=' iim,(' ^ - l  + 1)^ - 1-  lim ('!̂ - 1)Vr+^ + Um "V̂ - 1 
x->0 x x-»0 * x-»0 *

_  lim 
x->0

c^l + fix -+ lim y?*
xCj(t + ax)m̂  +...+» x->ox(^ l+j3xy - l +... + i)

= &-+ 
m n

P '
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□  3.8 LÍMITE DE FUNCIONES CON: Máximo entero, Valor absoluto y signo de x

Introducción: Toda vez que se tenga funciones con máximo entero, con valor absoluto y 
con signo de jc, se deberá aplicar las correspondientes definiciones.

1. DEFINICIÓN DE FUNCIÓN MÁXIMO ENTERO:

k<p(x)<k+l  |[//(x)J = A, Acl

 Se lee: Si la función p (x)  es mayor o. igual al nú
mero entero k y menor que el entero k + 1, entonces 
la función ¿/(*) se convierte en el entero k.

Según la definición 1, para que la función p{x) se transforme en máximo entero, es ne
cesario que esté acotado interiormente por el entero k y superiormente por el entero A + l:

El cálculo délos límites: L+ = lim [//(x)J y * lim !//(*)] = L no se hace por sim-
JC—>JCq ‘ ,
X > X q X < X q

pie sustitución numérica de x por Xq sino, se hace ACOTANDO la función // (jc)  en una ve

cindad de xq, siempre que x =.x0 no sea ASÍNTOTA VERTICAL de p(x\.

Para mayor facilidad en el proceso de ACOTACIÓN, doy a continuación las propiedades 
que ayudaran al estudiante a encontrar rápidamente los límites dé L+ y L_ en una vecin
dad de x0 siempre que x = x0 no sea ASÍNTOTA VERTICAL. Se cumplen:

Pl) Si K <p(x) => [ p(x)I = K , siempre que i e Z .

P2) Si p(x)<m => |//(x )]= jw -l, siempre que TweZ.

a) De f < /j ( x )  =>.[//(*)J = [ f  J

b) De
P3) Si j  > 0. entonces

Siendo j  un número no entero.
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P4) Si f  < O, entonces
a) |  á //(*) * i ^ w i —  I - f l - i

» IM *)I—  [ - f  ¡ - I

P5) j[«  +  // (jc) ]  =  « + 1 / j { x ) J , si n eZ

P6) [ -x j = - [ x J - l , si xno es entero.

1052

. Donde: j  «£ \

EJEMPLOS

*• Si => I l h ] - »  ..................................  <P° ' P1>
2. Si 5jc—1 < —2 => [5 x - l]  = - 2 - l  = 3  .........................  (PorP2)

3. Si -» | ; , | - l  ...........   ;................  (PorPI)

4. Si < 1 => | - ^ ] « H  = 0 .............. .................. ............  (PorP2)

5. Si - 2 < l - 2 x ¿ - l  => f 1—2 jc 1 = —2 v x = l .......................  Por definición

«■ si K - s r n  [ - 2Í 1 I ' 1  ........................................  <PmP»

Si (PorP4)

8. Si j< 2 *  => I2jc] = [ | )  = 1 ..............................................  (PorP3)

9. Si 2x<~ => |2 x l  = [ | ]  = l ................ ....... ................. (PorP3)

10. Si - 2 x < - j  => | - 2 x |= - |  j J - l  = -1-1  = -2 ...............(PorP4)

11. Si - f < - 2 *  => |-2 x J  = - [ j ] - l  = - l - l  = -2 ............ (PorP4)

12. l 2 - x j  = 2+l~xl  ....................... ..................... ..................... (PorP5>

l3-' [ £ r H 3+¿ r ] - 3+l * l   :...........................  0>orP5)
14. [2 x -5 | = |2 x J -5  .................      ... (PorPS)

15. |2 x 2 - 3J = [2jc2 J -3   .......... ................................................. (BmPQ
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2. DEFINICIÓN DE FUNCIÓN VALOR ABSOLUTO.

_ju{x) , si ju(x) > 0

EJEMPLOS

1. Si x -2 < 0  => |jc—2| = - (x -2 )

2. Si 2 x -3 > 0  => |2jc—3| = 2 x -3

3. Si x2 - 4  >0 => |x2 -4 | = x2 -4

4. Si x2 -  4 <0 => |x2 -4 |=  -(x2 -4 )

5. Si l - 3 x < - - |

6 . Si <0 =>x - l

|1~3jc| = - ( l-3 x )

JC-l = x JC-l

7. Si 0X
_L
W

8. Si 3-2jc<0 => j3-2x| = -(3-2jc)

9. Si l - j x > 0 1 — J-X - 1 - j X

. Estos ejemplos nos dicen que si la función ju(x) es negativa, entonces su regla de co
rrespondencia, en VALOR ABSOLUTO, cambia de signo:-//(x).

Pero si la función ju(x) es positiva entonces, en VALOR a b s o l u t o  la regla de corres
pondencia es la misma: f i(x),

3. DEFINICIÓN DE FUNCIÓN “SIGNO DE Y’

1 , Si x>0 

sgn(x) = < 0 , S ix  = 0 

-1 , Si x<0
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Ejemplos:

1.

sgn(l -  2x) =
1 , Si \ - 2 x >0
0 , Si l - 2 x  = Q 

-1 , Si l-2 x < 0

1 , Si jc < ̂

0 , Si x = j

-1 , Si x > 4

sgn(|jc—1| -  2) = -
1 , Si |x - l | -  2>0
0 , Si j jc—1| — 2 = 0 

-1 , Si 1jc-1| -  2 <0

1 , Si x>3  v jc<-1 
0 , Si x = 3 v x = - l

-1 , Si - l< x < 3

PROBLEMAS:

Ix-U-X ;

1. Calcular lim f ( x )  , f ( x )  =
x-* -2

-9 < x < -2

-2 áx < 7

!
| 3x I - 3W - 8 | | J

I h íT
Solución:-
Calcular limite en x = -2,  implica hallar >dos limites:

a) Límite a la derecha de -2,

b) Límite a la izquierda de -2

y comparar si son iguales o no. Si lim /(* )=  lim diremos que existe limite en
• x-* -2+ x-*-2~

x - - 2  en caso contrario, afirmamos que no existe limite en x = - 2 .

Veamos:

a) En primer lugar, hallemos L+= lim f ( x )
X-+-2+
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Analizar si:

3x>-6
-6<3x

u

[3xJ = -6

Análisis Matemático I

x > - 2 en / 2(x)
= [3x1 ~ 3[*1 - 8[ f  ] _ _ 6  _ 3(_2) -  8(-l) g

x-|x| x-(-x) 2x

- 2 <x

u

1*1 = -2

£. > _ 2  
3 3

U

l i l —I f I -1
= - 0 - 1  

= -1

Luego: ^ = ^ ¿  = ̂  = -2

b) En segundo lugar, hallemos: L_ = lim /(x )
x-+-2~
x<-2

= lim /,(x)
x-»-2  ‘

-2  <x

\x\ = -X

Analizar: Si x < -2 s í  \  Ix --lJ -x  - 4 - x  - 4 - xen / i (x) = —r  =:.""i    = i 
1 /̂x-Cxl

x - l< - 3

... u
|[x — 1J = —3 — 1 

= -4

|[x] = - 2  -1  

=-3

Luego: = lim ,----
S x ^ - 2 ^  V-2 + 3

-4 -  x _  -4  -  (-2) 

= -2

Conclusión: Como I + = - 2 y Z_ = -2 son iguales, afirmamos que existe límite en
x = -2 . Escribimos: lim /  (x) = -2 .

. x—>—2
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2. Hallar: lim
x-»2+ x ~ x ~4* + 4

Solución:

Se analiza el máximo entero y el valor absoluto, a partir de x > 2 , pues x ——> 2 +

Luego el límite se hace:x > 2

1 , 
x - 4 > 2 - 4
x - 4 > - 2

0  - 
|x -4 | = - (x -4 )

= - x  + 4

= lim

f
—x < —2 

1 — x < —1

li 

=  ~2

3. Calcular: L ,=  lim ,
x-±3+ 6[2jc-11-7x-x^

Solución:
Analizar los máximos enteros, a partir de: x>3, pues x — -> 3+

L  =  Um i ^ + 2*> (-*+ 4 -2 )  
x^>2 x — x — 4jc + 4

2jc(jc + 2)(x -2) 
;™2 (* -2)(* -1)(x + 2)

= Um -2*- = ̂ 7  = 4
x->2

¿ + =4

x - \  2—1

x :>3

i :  - ■ ■ jt 1
P o r-5: -5x<-15

+36: 36-5x  < 21

Por J- • 36- ^  <¿1 10 ’ 10 10
- ü 

'  =2

Por -5: -5x>15
+36: 36+5x>51

Por -L • 36+5* < j l
10 ■ io 10 

0

I ^ H s i
' =5

Por 2: 2x>6 
-1: 2 x - l> 5  

5 < 2 x -l

u
|2 x - lJ  = 5

Luego, el límite se convierte en:

x ^ 3  6 ( , 5 ) - 1 x - x ¿ X - + 3 3 0 - 7 * - *

(jc -  3) (jc + 3) " 3 + 3 6
' J ü ? 3 ( * - 3 ) ( *  + 10) - 0  + 10) 13
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4. Sea /(x )  = [x ]+ [4 - x j ,  ¿existe lim/(* )?
x-»3

Solución:

1) Simplificar: [4 -x ]  = 4+|[-x]|, Riego /(x ) = [xl+[-x]l+4

a) Si: x -» 3 +
u

x>3

r ~
3 <x

U
W  = 3

— I 
-x < -3

I-x]| = - 3 - l
= -4

Luego: L+ = lim /(x )
x-*3

= lim (3 -4+ 4) = 3 
x-»3

b) Si: x—+3"

x<3

De x<3 
■■=?' ExJ = 3 - l  

= 2

Luego:’ £_ = lim /  (x) 
x-»3

1
-x > -3
-3 < -x  

[ - x | = -3

= lim (2 -3+ 4)= 3  
x->3

3) Afirmamos que, sí existe límite en x = 3, porque los límites laterales son iguales.

Por tanto, escribimos: lim /(x )  = 3 
*-*3 .

El gráfico de:

/.(* )= I* l+ [-x J+ 4

í -1+4 , Si x e  (K ,K +1)
1 0+4 , Si x e Z

/(* ) =
3 , x e (K ,K  + \),K e Z
4 , x e Z

-7 -6 -5 -4 -3 -2 4  0 1 2 3 4 5 6 7 *
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5. Dado: f{x )  =
clJT^x] 2

x + 2 

x + 3
2x + 1

, X > 1

, 0 < x< l
hallar lim / (x)

X->1

Solución: Hallar lim / (x ), implica calcular dos límites:
'  x->l

a) lim /(x )  y b) lim / (x)
x -» l+ x -> r

Veamos:

a) Si x —> 1+ implica x > 1 y el cálculo se 
hace en:

jc + 2

Como: x > 1
=> — x < —1

+9: 9 -x < 8

' , Si
x < 9 ’

[> /9-ír=[2> /21 
: = 2

*(2)2 _ 4xLuego: = ̂ x + 2

¿ + = S 1l/,(X) = ̂ = 3

b) Si x ->1” implica x < 1 y el cálculo se 
hace en:

x + 3
á w = 2* + l

Portanto: L+ = ¿_ = f  => lim /(x )= 4

Sólo fines educativos - FreeLibros



M M
Análisis Matemático I

6. Analizar: lim 7 7 - . 1
X->~1 w + 1

Solución:

a) Si x - > - l+ implica que:

x> -1

>l< i
- 1< X 0 á - x < l

1*1 = -* x2 <l

Ijc^I = 1-1

=0

Luego: L+ = lim -^-1  = -^
** + 1 '

L+ = - í

7. Sea la función f ( x )  =

b) Si x —> -1 implica que:

X < -1

-*> ?

¿ > 1

lx2^ l

Y
1 x1 =  - X

Luego: L_ = l'm i~ 7T  = f  = 0x->-r

L_= 0

x2 -Sgn(|x2 -1|.-1) , x>y¡2 

¿(*4 -Sgn(|x2 - l | - l ) )  , \ x \ < f i

4 4 2 - x - 4 ^ B  , x < S

Calcular: lim f (jc) , lim__/(jc)
x->-y/2 x->>/2

Solución:
1) En primer lugar debo definir la función:

Sgn(|jr —1| — 1) =

1 , Si |x¿ - l | - l > 0

0 , Si ¡x? —11 -1 = 0 =

-1 , Si |jc2 - 1)-1 <0

1 , JC > V  J C < -  s
0 , x = \í l , x  = 0 ,x  = - \¡ 2  

-1 , -y¡2 <x<s¡2 , x * 0
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Donde al resolver:

a)

|jc2 - 1| -  1 > 0 

U2 - I |  > 1

JC2 -1>1 V .V2-1 <-1

x2 >2 v X 2  <0 
0

( X  > V2 V X < -4  J2 ) v  0

: > -¿2 v x < -\¡2

b >

(jc2 - 1| -  1 = 0  

|x2 -l| = l

X2 — 1 = 1 V x2- l  = - l

x2 =2 V X2 = 0

x = ±y¡2 v x = 0

C)

| x 2  — 11 — 1 <  0  

| x 2 - l | < l  

- 1  <  x 2  - 1  <  1 

0  <  x 2  a  x 2  <  2  

R - { 0> a  -J2<x<>¡2

—4/2 < x < V2 , x *  O

2) Por lo tanto lá función f ( x )  se reduce a:

/ ( * ) »

X2 -1 9 x>y¡2 

y(*4 +l) , ~ ^ < X < y ¡2 ,X * 0

y j j l - x - s l í j l  , x<-y¡2

3) Hallar lim / (x) implica calcular limites por derecha e izquierda de - 4 2 :
x ^ - j i

a) lim + /(x )  = lim [ l ( x 4 + l)]  = i ( ( - ^ ) 4 + l)
x - * — ñ +  X > -V 2

SX - * =1

b) lim /(* )  = lim_ (4 4 2 - x - y ¡ 2 ¡̂2 ) 
x->-^2 '  x<-V2_

x-*->/2

= 4 S + 4 2 - j l S  = y¡2& -4242
= 0

Como lim /(* )*  lim , decimos que 3 lim / ( jc)
+ x^ -y ¡2  x->-y¡2
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Hallar lim_ f ( x )  implica calcular límites por derecha e izquierda de y f l :

a) lim /(x )  = lim_(x2 - l )  = (V2 )2 - l  = l

b) lim _ f ( x )  = lliju[± « J 2 ) 4 + 1) ]  = 1

Como: lim /(* )=  lim /(x )  , afirmamos que existe límite cuando x ->>/2 . luego:
X - > J2+ x ^
üm /(x )  = l .

8 . Calcular lim Ĵ J  implica hallar:

a) ,í5 .Iil*°  bi
x>2 x <2
1<1 1>1
x  2 X 2

x < l

-  líl=l
Como lim /(x )  # lim /(x )  =>3 lim /(x )

x-*2+ x-*2~ x->2

9. Calcular lim f  ~-~ ~ x 1
x-»2 l  ■* i

Solución:

1) Simplificar: /(x )  = J -3 + ^ | = -3 + J|1

2) a) lim /(x )  = lim /(x) = “3+0 = -3
x->2+ x >2

b) lim /(x )  = lim /(x) = -3 + l = --2
x->2~ x <2

Porque los límites laterales existen y son diferentes, afirmamos que no existe límite en 
x - 2 *(/í l im /)

x-*2
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10. Dada la función: /(* ) = | ' y ~ ] JC+4 |^ ~  J+3[x]

Hallar: a) lim /(x )
x-^r

b) lim f  (x)
x -± r

c) lim /(x )  
x->\

Solución:

1) Si dentro de cada m á x im o  e n t e r o  se puede dividir y el cociente es entero, es preferi
ble efectuar dicha división.

En / ( x) se tiene:

2 )  Luego: / ( x )  se convierte en / ( x )  = | l + | - ^ ^ |  ~ J  j + 3 [ j c l

3) Ahora hallemos los límites laterales definiendo los máximos enteros:

a) Si x -» 1+, entonces:

■ »
X > 1

1
X <  1 

1
l i  i . i , i

I >1Xx - 7 > - 6 j< l  W  = l x - 7  <-6

_ 1 —<_L
x - 7  -6 B l - > * x -  7 >'-6 l i l -
^ \ > 3 = 0 -18 .-1 8

■ x — 7 -6

Luego: / (x) se convierte en: = 2
/(x)-=(l + 3)x + 4(-l + 0) + 3a>; 

= 4x -4  + 3 = 4 x -l

=> lim (4x -1) = 4(1) -1
x->\ +

= 3

b) Si x —»1 , entonces:

= 0

Luego: f ( x )  se convierte en.

/(x )  = (l+2)x+4(-l+l)+3(0)
= 3x

=> lim (3x) = 3 
*->r
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c) Como L+ = L_ , afirmamos que existe lim / ( jc)  = 3
x->2

11. Sea la función / ( jc)  = I —+ 4 1, ¿ existe lim f ( x ) ?
. I  X J - . x-»2

Solución:

1) Hacemos la división dentro del máximo entero: j  2^ ~  ] = [ 2+ ~ ]

/ W - 2 + I J ]

2) Analizamos el máximos entero: J^J a la derecha e izquierda de x = 2.

a) A la derecha de 2: 

Invertir 

Por 4:

En su entorno . ’=> 

/(* )  = 2 + 1 = 3

x > 2
U

1jc 2 

x 2

4 < 2X

B H  1
= 1

Luego:

L+ = lim / ( jc)  .= lim (3) = 3
x->2
x>2

x->2

b) A la izquierda de 2: 

Si jc > 0 , invertir 

Por 4:

En su entonto:

jc< 2

— >4-x 2

4 > 2  x
4 
x

[ í i - 2
. Por tanto: /(* )  = 2 + 2 = 4

Luego:

L_ = lim, f ( x )  = lim (4) = 4
x-»2” x'-+2
x<2

3) Afirmamos que no existe límite en x = 2, pues L+ * L_

i V a -  ¿ 1- v4 + 2x + x2 “ \ /4 -2x  + x2 D 4 / 4 - x  012.Si A = lim 1------,........ -V-...........  , £ = h m ^  J-T—  -2
x->0 x-»Ox v V 1_:t

Hallar: lim | 4 - x |
X-+A+B I* 4I
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Solución:

1. Cálculo de A : Racionalizando numerador y denominador:

■ (4 + 2x + x2 ~(4-2^ + jc2))(>fiTÍ + JÍTí)A = lim — — r------------- p -.-........... r-.— *— —
x-> 0(\ + x - ( l - x ) ) ( j 4  + 2 x + x2 + 4 4 -2 x  + x2 )

A lim _ lim
x-+0 2x(^4 + 2x + x2 + i¡4-2x + x2 } x-*0 2(y¡4 + 2x +x2 + t¡ 4 - 2 x + x2 )

2. Cálculo de B: Racionalizando el segundo factor:

B = lim -
x->0x

1z£_4  >
= lim 4 /

*-►0*
VV1_jt ;

3x |= lim
x-+0 ( l - x )

12

P +i
= —12— = 3 

1(2 + 2)

¿  + B = l + 3 = 4

3. Cálculo de lim ^ - 4 r :
jc->4 I*- 4 !

L+ = lim 7^—7? = lim —íj = = -oo
+ ,_>4+ l* ’ 41 x -* 4 x ~ 4 +° ,x->4+

x>4 X>4

L_ = lim P - 4 r  = lim , 0 = 0
x->4~ l*“ 4l x-*4-(x- 4)
x<4

Afirmamos: a) NO existe L+ b) Existe /,_ = 0

Pues para una vecindad de x = 4, se tiene:
§4~*1
J*-4|/W = ^ 5 t 1

jc - 4

0

, Si x> 4 

, Si x<4

13. Hallar lim ([2 -  xj-i- [2 + x j)
x-+0

Rpta.: 1 = 3 , L+ ~ L_

14. /(* )  =

[1-*J + |* + U
4-V4W-W

[ 2 - x J  +  l 

V2*-5|x-21

, - l¿ x < 3

, 3 áx < 4
¿ a to / M ?  Rpt..:

^ = - 1
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15.

16.

lim ([* ]+ J x - [x J )
x ->2

x -> o | x2 +1 J

Rpta.: 2 

Rpta.: 2

17. -/(*) = •

18. Sea: 

/(* )  =

19. Sea: 

/(* )  =

20. Dado:

•(*) =

1*1 -  W  » -3  < x < -1
¿3 lim /(* )?  Rpta.: £+ =2 

- 4x+Sgn^-^2 j , - l< x < l  *-*-1

[ í í ± i ] , i s x<2

3 ^ 5 7 1 +  2 ^ 5 7 ^ 4 - 5  4 < x < 1
jc -1  ’ 5 ~

¿3 lim /(x )?
X-»l

L_ = 3

Rpta.: L_ = 7
£+ =2

[ x ] + V * ~ w , * < i

Hallar lim / (x), Grafícar / (x)
x-»l

Rpta.: £ =f 1

¿3 lim /(* )?
jc-»-2

jc + 2 ,  X e  < - 2 , - h x >>

- 4 ,  = -2  

-2  Sgn| j +3x, x e (-3, -2>

Rpta.: £ + = !_ = -4

vjc — vúí + J x  — a21. Calcular: lim v v v
x-*a yjx2 - a2

22. Calcular: lim ■ 1-
„  x — i Rpta.: |
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23. Calcular: lim — 2
*->l x~l

.  . ,, , . , 3 í/x+7 -  2.Jx+I + 4x -124. Calcular: L= hm —*------- ^ ----— —-
x->0 x + 2x ■

25. Calcular: lim
x - > l  ( jc — 1)

Rpta.: ^

Rpta.: |

Rpta.: i

EJERCICIOS Sección 3 8

I Hallar los siguientes límites: <

.. I j l x - l  - 3 j 2 x - l  + 3 x - l
1. lim ----- ——— :----------

x-»l

2 . l i m i í ^ E I
JC—>1 X -1

Rpta.: |

Rpta.: ^

3. lim x  +  x  -  2

4.

5.

x - » l  JC3 -X 1 -X+1

6 . lim

lim/^p—:—
l - x 3 /

im f . i * ± l . -  + — í*z*----- 1.
X2 -5JC + 4 3(x2 -3 x  + 2) J

ym - 1 .7. lim   , m,ne Z

8 . ,t o $ H d E Í
x - > 0  x

Rpta.: oo 

Rpta.: -1

Rpta.: 00

Rpta.: 0 

Rpta.: —

Rpta.: j
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9. lim -y- ■— , w,me Z+ Rpta.: *jjt

I0. i ^ í i i d E E
x -»0  x + xz

Rpta.: ^

>/? + X3 -  J 3 + X2
11. lim  -----— r------

x-»l * - 1

12, lim
20(x ~ x - 2 )  

x->2 (x3 -  12x + 16)10

Rpta.: ~  

Rpta.: ( | )
10

r  x + x2 + . . .  + x” - «13 hm -------------------------
x->i  *- 'V

100 _ y . |
14. lim Rpta.: 2 +

x->\ xS0- 2 x  + l 24

15. lim Rpta.: "ÍÍLlila" - 2
x->a  ( x - a ) 2 2 *

- .. Jó - f i x - l  -y¡6 + fex - 1 716. lim - — ^ ~ — — Rpta»:
x—>1 X ” 1 24

1 _ xt-Jó -  ̂  -  >/>/2x + 2 ]17. lim —^  — — Rpta.: 0
x-»2 y 6 -x y ¡5 x - 1

5r  ~*r18. lim ■ * Rpta.: 0
*_>! 4x^1

1». fa Rptt, |
A-»0 hlfh + l-h  5

20. lim / (  2+\ )-^-(_2) / ( l - 2 x )  = ( x + j ) 2 Rpta.: -2
/i-vO h V ¿ /
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II Para cada una de las siguientes funciones hallar: Z= lim , h *Q
/*-» o h

21. / (x) = cd? + bx2 +cx + d  Rpta.: L = 3a2 + Zbx + c

22. f ( x )  = xn , « e Z + Rpta.: L = nxn~l

23 . f{x )  = l¡Sx-\ Rpta.: 1  =

III Hallar:

A - » 0

f a x - l )

2 4 . / ( x )  =  3 x 2 - 2 > / í - 4 x  Rpta.: L = 6x +
J l - 4 x

25. /(x )  = *^2-30x Rpta.: 1 = -------- 2-
'!/c2 - 3 0 x ) 14

26. lim -^(1) , Si /(x )  = V 4-x2 Rpta.: -4
" v3

27. lim /(  3 + ̂ - / (4 > t si /(x )  = |x2 -161 Rpta.: 6
fc-»o "

• ' / •

28. lim / (2  + A)~./ (2> , Si /(x + 2 ) = f  x2 Rpta.: 0
/i->0

29. lim ~̂ (5 t /l).l / (52 , si / ( l - 4 x )  = V l- 8x Rpta.: f

30. , Si Rp.a, - f
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□  3.9 LÍMITES TRIGONOMÉTRICOS

Para calcular límites trigonométricos se hará uso, con relativa frecuencia del siguiente teo
rema. ' ~

Iim Sen£ = 1 
/*-»0 B

Donde p - p ( x )

De este teorema se deducen las siguientes proposiciones:

OTROS LIMITES:

lim „ M ■ = 1 l i m ^  = l
ft->0

; lim ~ ^ - - l
¿t->0

lim Sen" = 0//—>co M
lim eos // = 1
ju-> 0

lim sen// = 0
ju->0

Además es necesario, el USO de las IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS y TRANSFORMA
CIONES, tales como las siguientes:

Transformaciones de suma y diferencias en producto:

. r> ~ A'+B A - B  sen A+ sen B = 2 sen ■-.y- eos ...

a o o A+B A -B  sen >4-sen 1? = 2 eos ^- sen

COS A + COSB = 2C0S^*— COS- y -?  

eosA -  eos B = -2  sen sen

IDENTIDADES
PITAGORICAS

1 2 s e n  >4 + e o s  >4 =  1 sen2A - \ - eos2A

\cos2 A = l-sen2A

7 7 7 t a g 2 >4 = s e c 2 A - 1
1+ tagA = sec A

= s e c 2 A -  t a ^ > é
7 7 / c o t g 2 >4 = c s c 2 > é - 1

1 +  c o t  >4 = c s c  A
\ l  = e s c 2 -  c o t g 2 >4
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IDENTIDADES
RECÍPROCAS

IDENTIDADES 
POR DIVISIÓN

ANGULO
DUPLO

sen2^ = 2sen.4 • eos A 

cos2^4 = eos A —sen A

sen2 A = -|(1 —eos 2 A) 

eos2 A = ̂ ( 1 + c o s 2 íÍ )

ó l-cosfi = 2sen2 & 

ó l + cos5 = 2 cos2-|

Suma y Diferencia de dos Ángulos

sen(A + B) = sen A eos B ± eos A sen B 
cos(A ±B) = eos A eos B q: sen A sen B

tg¿±tgB tg (A±B) = lTt%I^

Arco negativo: -9  
\°P\ -  \°P'\ — r — \

Tenemos: sen 0 = y , sen (-0) = - y 
cos0 = x , cos(-0) = x

sen(-^)=-sen^ 
cos(-0) = eos#

Luego:
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ANGULO COMPLEMENTARIO 

se n (- j-# )  = cos#

cos(y - 0  ) = sen#

t g ( - | - 0 ) = cotg0

ANGULO SUPLEMENTARIO 

sen (ir-d) = sen 9 
tos{n-9) = -cos9

sen {71 + 6 ) - = -  sen 6  

eos (a- + 6 ) — —cosfi

ANGULO: 2 n - 6  

sen (2 n - 9 ) ~ -  sen 9 
cos(2/ r -# )  = cos#

3.9.1 Ejercicios resueltos.

sen 5x01 Calcular: lim

Solución:
*;-»psen3*

Al sustituir “x por 0”, obtenemos: lim sen \x = ̂ ^4 = £ = Indeterminador  x_^Qsen 3x senO 0

Para levantar la indeterminación, bastará formar funciones de lá forma .

Para ello: dividir numerador y denominador por“x”, donde x * 0. Luego en el numerador 
dividir y multiplicar por 5, en el numerador multiplicar y dividir por 3.

sen5s g sen 5*
Así: lim ^n |£=  l im - V =  lim — ^ -  = 4 4  = 4x->0sen3x ^ 0  3 ^  3 1 3

5x-*0 
3x-»0

02 Calculan lim senjr*x^.0 sen3̂ x

Solución:

Io Al sustituir “jc por 0”, obtenemos: = 0 =

2 o Dividir numerador y denominador por “x”, donde x * 0
sen̂ -jc. ^ sen xx senxx

Así: lim — = lim - —ŝ — = -g- lim = - - 4  = 4x-»0ia ~ £ x - > 0 3 a * ^  3a x_¥q£^2x£. 3a 1 3
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03 Calcular: lim 1 cosx

Solución:
j _ eos 0o 1 t aIo Al sustituir “x por 0” obtenemos: — j  = -Q - = ̂  = Indeterminado

2o Pero: 1-cosx = 2sen2

LuegK t o  ,  ,im 2 = Ü ,  Ita 2[  n a
x->0 x x -»0 x x-»0 *- x

= 2 lim 4-1 —

2
sen^

= 2 lim 2
x-*0 . 2f  .

x-* 0 4 \ f
= 2 | ( 1)2 = |

n - rs , t * senx-cosx04 Calcular: lim —=— -----* l ~ tg*
4

Solución:
sen-f-cos-f ñ1 ° Al sustituir “x por ^  ” obtenemos: — -------1  = 3 . ,3 _ £

4 l - t g f  1" 1 0

2o Levantar la indeterminación: ^

Cuando se tiene funciones tales como* tangente, cotangente, secante y cosecante, es me
jor convertirlos en función del seno y coseno.

A , sen*-cosx sen*-cosx senx-cosx
As,: , Í . T i r =¿ - ¡

x ~*~4 4 cosx 7  cosx

lim C0SJC(sen* cosx) _  1̂  -cosx(cosx -senx) _  ¡¡m / _ co x \
_ me v — cpn v _ íme v  cpn v'l 'x->f 

= -cos4- = —̂

eos x-sen x *_>.& (eos x-sen  x)

4 2

05 Calculan lim
*-»-2* + 2

Solución:

Io Al sustituir “x por -2”, obtenemos: = -tg 2̂̂  = ̂
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2V Levantar la indeterminación': lim = lim SSM̂  = lim :
X-+ -2 X + 2 *->-2  * + 2 x-*—2 4* + Z)/x - * - 2  i x

Pero; senxx = sen (xx+2ri)

0 4- 2tt

Luego:

“2rc es una vuelta entera”

lim sennx _  ,¡_  sen(xx + 2z) .. sen?r(s + 2)
x_>_2 (jc + 2)cos^jc x_̂ __2 Cx + 2)cosarx x-±'-2 (* + 2)cos;tx

- Aquí está la 
indeterminación

_  j¡m  xjsenn(x + 2$\ _  n  ' n
x _>_2 \  n ( x  + 2) /  costtx co s(-2 n )  eos 2 n  1

f sen ( - 0 ) = - sen# 
Propiedad: <

[  CDS(-#) = COS#
/ e \

RECOMENDACIÓN FUNDAMENTAL: Cuando se trata de calcular lími
tes como en el ejercicio (5), lo mejor y más seguro para resolverlo, es usando 
el siguiente teorema:

lim /(* )=  lim f(xQ+h)
x -> X q ~ h - + 0

Donde: x - x 0 =h <=> x = x0 +h

Como: x->*o entonces h-+0 Este teorema se 
demostrará más adelante

En consecuencia, el ejercicio (5) se podrá resolver del siguiente modo:
tg/r/i — tg2̂ r

lim ¿ i¡m M £í^2) = Hm M í ^ r )  = ]im Pero tg2x = 0
x - > - 2 x  +  2  h - >  0  h  > - > 0  h h>->0

Haciendo: x - ( - 2) = h <==> x - h - 2  

Como: x -> -2  entonces h->0

= lim í§£* = l i m i t óh K̂ 0 K?hJh - * 0

=  71
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06 Calcular: L = lim (1 -  x) tg^x  
x-*l 2

Solución:

Io Al sustituir “x por 1”, obtenemos: (l-l)tg y  = O.oo = Indeterminado 

2o Levantar la indeterminación:

Pero: lim (l-x)tg4p= lim (-A)tg^(A + l) = “ lim Atg(-^ + - f )
*->1 *- h—±C\ *• ' h-±Cl ' -*• *• f .

Haciendo: x -1 = h <=> x = h +1 

Como: x -» l entonces 0

h-+ 0

= -lim h
u f  '-«tg-y + tgf 

1-tg^-tg f

Con esta transformación, no se logró levantar la indeterminación 0 • oo. Aprovechando 
. ■, ■ 7

la equivalencia oo = ̂ , en el límite, podemos hacer uso de otras identidades trigonomé
tricas. 

♦ Uña forma, es haciendo uso de tg A = , eos A = sen ^  j .

Así:

(l--x )tg fx  = (l~x)
C O S / j*

(1 -  jc) • sen^x 
sen^—Jx)-

(l-.x)*sen-|x
sen[f(l-jc)]

En el límite:

lim \ —i f  
*->1 71 \  sen

(l-^Xsenl* | ¿  . j = 2
 ̂ ’ - ■ n

♦ Otra forma, se explica a continuación.
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Observación: Para evitar la indeterminación: O.oo, lo primero que se hace es conver
tir el “ oo”  e n ^  ”, de modo que: O.oo = 0 .^  = ̂ .

0
En consecuencia: L = lim (1 — jc) tg— = lim (l-x)—1—

*-*1 x  x-+l c o tg f

Pero: cotg^e = tg( & -  ) , luego L = lim (1 -  x) —j—1—-r
2  ' 2  2  '  X -+ 1  l ^ [ f ~ f x )

1 -2- /  ? - ( l  -  x ) \
= lim (l-x) i = lim —-------- 1= ^

x - > l  t g f ( l - x )  x - + i  \ t g f ( i - x ) /  *

CALCÜIAR:

1. lim (x -n) tg~  
x->a ¿

R. - 2

2. lim(x2 -l)sec^;c R .-—
x—>1

3. I im te 2 * -tg (^ -x )  R. j
x->^

A > / 3 - 2 c o s j c4. lim -------¿  6x - a

5. lim
sen* , 1 + cosx ^

1 + cosx sen* 2J2
X - + —6

n -  6*

2senx+cosx--l 
7  lim  secx + tgx(cosx-l)-l 

X - í t
R. 1

sgci _ + gen4jc+ 2cos2 x -  eos4 x -  2tg-~
8. lim -c-° ^ -.-?gü--------  — !1

X->J 2 x - n

^ 2*~— p — + 2sen2 x -  tgx
9 . lim _£2L.*-sen */t-4 jc

v '  COSJC-tg~
10. lim ( x - 2;r ) tg f+———-

x->2a l  4 i - * -

R. - 1

*  i

R. - §
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l-sen-J
07 Calcular: lim  2

Solución:

Io Al sustituir “jc por nu9 obtenemos ~ 
2 ° Levantar la indeterminación:

1-se n f  1_sen(^T^) l- s e n ( f  + i )
lim ^  lim------- = lim-------------

1
* - x h->0 ~h h-* 0 ~h

1-
Haciendo: jc -  n = h <=> x ~ n  + h = lim

seny cos-| + cos^

/z-*0 ~h
Como: x - ± n  entonces /? —>0 í-cos-k

= -lim .— r - 1 
A->0 h '

2sen2--
= -  lim— :—-

h-*0 h
sen 43CH7 »

= -  lim 2 • —¡4. sen 4  = -  o 4 | 4

= - f ( 0> = 0

También se puede calcular, haciendo el siguiente artificio: 1 = sen—

~ ¿L + JL. 1 f iL -*  ~
2cos -^Y^-jserí ^ .1 -  sen-- sen^ -  sen-f

lim  -  = lim ------- = lim
x-*n n x . x->^ v x x^ n n x

2 cos¿~± sen . 2 eos sen^-~ I 2 cos-f
lim  - 4 - -----= lim -  --••¿••i - ,   ̂x f = _ 2. (i)

*-»* U(£2£)j 2

• ' • 4

08 Calcular: lim 1 ~ = -0-x - 3 x  0
3

Solución:
Haciendo : jc -  y  = A <=> jc = y  + h

Como : jc—»y entonces h -> 0

sen-|

|(l)senO
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Luego: 1 - 2 cosjc

n ~ 3 x

l - 2 c o s ( f +  / i)  1 - 2
-  lim — - *v---— L= i ----= lim

/i—>0 ar-3(^ + /i) /i->0

■Í&
2

eos y  eos/* -  sen y  sen h

7C -7 t~ 3h
lim

Ifan 1- 2[ 2cos; - # sen/'J  = lim \-co sh  + y¡3seah =  ^  1- « * A + ,im VásenA
/í->0 -3 /i  

«2 ,

-al =  lír
h-+0 “3/í

-  lim (^cos/iXl + cos/O , |jm >̂ sen/i

h -> 0 - 3  h h ->  0 -3/i

sen

A->0 - 3 * ( l  + eosA) h_>0 -3 h
= lim

 Z7l
sen/i \sen/i + lim \¡3 \sen h\

h ^ 0 - 3 ( l  +  c o s h ) \h \  h _)Q  - 3 V > J  

-  üm  üü* + £  = - £
jl-lo~3(1+cosh'> 3 3

También se puede calcular haciendo el siguiente artificio: 
2 c o s ^ -  2 cosjcr  l - 2 c o s x  

l i m  r—— =  lim
*->y n - 3 x n -  3x

Pues: l = 2cosj = 2 ^ j

2\ cos-f--cosxl 2
= lim -L—  ------------ ',m -

7 t - 3 x
= lim

f+ JC 
- 2  sen sen 2

2L_X
3

]■
n - 3 x

se n ~ r -  
: —4 lim  —

r — >2L
3

«•-3jc i
_6 ¡_

r7 t-3x  i 
’“ 6->

-^sen-fO J

= _ í £_ 
6 2

3

09 Calcular: lim — —^jsen^x

Solución: Es: ^

♦ Se puede evitar la indeterminación haciendo:
i - * 2 _ 0^*)(i+ *) _  (i-xXi.+x) _ i *-(l-x)(l + *)
sen^rx sen(;r-/rjc) s e n [ ^ ( l - x ) ]  n  s e n [ ^ ( l - x ) ]

♦ Otra forma de evitar la indeterminación es, haciendo: x - l  = h 
x —> 1, /* - » 0 .

h  4-1 . Cuando
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Luego: lim 1 * = lim
x ^ s e n n x  ¿_>0 'senf,r(* +'l)l /j->0 sen(?r/> + ;r)

.. \ -h2-2h-\  .. -h2-2h ... ~h(h + 2)lim r  r  = Inri r -  lim — *— -rseii/r/i• cos r̂ + cos/rwsen;r -sennh /*_»() -sennh

= lim i” *í*±2) "1 _ lim _/.«* (h + 2) = ± ( 0  + 2) = ¿
a ^ o i - sen’r* J h-+o*-?ín*h¿ * ■*

10 Calcular: lim

Solución;
*—>0 x

lim [
*->0L . X

im
->oL

tg*-sen* _ o 
~ 0

= lim
*-»0 x3

= lim 
*-*o

sen*-sen* eos*

lim
x->0

sen x - sen * eos x
x3 eos*

= lim r
*->oL

sen *(1- eos*) 
*3 eos*

= lím 
*->0

sen*(2sen2f)
*3 eos*

lim 2 « i s - . f í i —L. L  2 lim
*->0 *->0

sen*
*

1
eos*

= 2 lim
*-»0

11 Calculan lim tg**tg^
„ n  c o s í  +  co s2 jc

sen* ^sen^ 2 . 
1 = 2 lim sen* \ ( s™ f

2
1

* 2f  JV 2 ) eos* 3e->0 x 4  1  A 2 ) eos*

Solución:

Io Sustituir “x por -f ”, tenemos: 183 +<g l  = = 4
COS-̂  + COŜ  2~2

2° Levantar la indeterminación:

lim [ -£*+ -  
cosx + t

tg2* 
eos 2*

sen x t sen2x *
= lim cosx eos 2* = lim

* - 4 f -*->*?- eos* 4- eos2*

sen x eos 2x + eos x sen 2x 
eos x eos 2 x 

eos* + eos 2*

= lim -------------se,n3x ■,-------- r
* - » —- eos* ? cos2 *^ 2 co s~ Lcos-£-J
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Por la fórmula del ÁNGULO DUPLO: sen 2 A = 2 sen A • eos A
Tenemos: sen3x = 2 sen ^ c o s^

COSy.COS-̂ COŜ  : COSACOS y (l)(

8

12 Calcular: L = lim cotg2x • cot ( y  -  x )
x->0+ V 1 ’

Solución:

Io Al sustituir “x por 0”, obtenemos: = cotgO • cotg-|
= oo.O

2o Levantar la indeterminación:

L= limrcotg2x.cotg^~~xn= lim [cotg Ix.tgx], pues: tgx = cotg^~-x

i

13 Calcular: L -  lim (x sen - 
*-*0+' *

Sólo fines educativos - FreeLibros



Límites de Funciones Reales de Variable Real 133]

Solución:

Io Al sustituir “ jc por 0”, obtenemos: 0 • sen i  = 0 • sen oo =  0 • oo

2o Levantar la indeterminación: 

Haciendo: -  = y jc = 1

Como jc -» 0+ entonces y-> -w  

Luego: lim jcsen- = lim —sen>>=y-++ oo
Ver al gráfico 
más adelante.

14 Calcular: lim ( *sen- )

Solución:
I o A l  sustituir “ jc p o r  o o ”  obtenemos: oo • sen— = oo • senO = oo .«0 Indeterminado

2° Haciendo -  = h x JC =  -

Como jc +oo entonces h -» 0+

Luego: , lim jc • sen- = lim -fsenh = lim = 1 
W » ,  x h-+(S*h ' h-*0+ H

15 Calcular: lim
x-»0

Solución:

cosmx -  cosnx

-i* cosmx^cosnx lim =------ = lim
x-»0

-2  lim 
*-»0

jt-»0

(m + n) x (m-n)x sen -— s e n '-^ -- - - -

~ mx + nx m x-nx- 2sen— ^— sen— j—

/  (m + n)
^  ( s e n v- - - - ¿ jc y

(m +«) 2 y (w-ii) 2 ;

1

(m-«) ’n\— ^

Jl.

= - 2
m+n m-n

Sólo fines educativos - FreeLibros



[134 j Análisis Matemático I

16 Calcular: lim (1 -  eos x) cotg x
x-»0

Solución:

Io Al sustituir “x por 0”, obtenemos: (1 - cos0°)cotg0° = (1 -1) oo = O.oo <— Irideterminádo 

2° Levantar la indeterminación: convertir 0 • oo = 0 • ̂

Pero: lim (1 -  eos jc)cotg x = lim (1 -  eos , multiplicar numerador y denominador
JC—>0 x->0 sen*

por: I+ cosjc^O

lim í  (1 -  eos s) ■ j * — 
x _ * o L  ' ( 1  +  c o s * )  s e n *

— l i m  \  ( 1 - c o s 2 * )  e o s *  1* ™ o L  fl + MM) sen* J 

= lim I" 77̂
*-»oL <1+

sen x , q o s x 1 = lim
cosx) senx J x_>oL  ̂+ C0SJC[ sen*

1 + COS.X •eos*

- T i S o ^ - T Í T - 1

- Í - »

17 Calcular: L = lim 1 + cos;rx
x->0. \% nx

Solución:
14” COS 0 1 “f* 1 O ^Al sustituir “* por 0” obtenemos: — =—  = - r -  = -  = oo. Como vemos, no ha resultado in-

tg20 0 0

determinado, por lo tanto el ejercicio queda concluido.

18 Calcular:, lim
x—>1

Polución:

l + cos^x 
tg2 nx

Io Al sustituir “jc por 1” obtenemos: 1 + C0-Sy - -  — - -  -
(tg^r)2 O2 0

2o Levantar la indeterminación: multiplicar numerador y denominador por: 1 -  cos/r*

Así: lim
*-*1

lim
x—>1

(1 + cosflrx) (1-cos^x)

cos  ̂nx
— ( 1 - c o s ^ x )

= lim
x-»l

1-cos nx

eos nx

= lim
x—>1

sen2 nx
r¿j¡¡ 

cos  ̂nx
sey-r (1 _ cos;rx)

sen2 nx* eos2 nx
sen ¿rx(l-cos;rx)

= lim
x-»l l-eos;rx

(eos*-)2 _  ( - 1)2 1
1 -cos^rx l - ( - l )  2
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19 Calcular: ¿=  lim %
x -» 0  * + sctt3br O

Solución:

Dividir numerador y denominador por “x” donde x *  0.

-  x sen2x
Entonces: L * Km »  lim -f-^ox+sení» *-*o ~+í£~

"-ioi*J«gi >♦» <

20 Calcular: L = hm ■c°S-¿  =¡ £ 
x-*ll-** a

Solución:
Racionalizar el denominador y en el numerador, usar la cofunción: cos~x = sen| f - f x ' j

cosfjc - - ( l+ V * )se ii(f -4 x )
Así: 1=  lim—  r  r  ‘

x _ > il - V *  (1 + V x )(l-W x )

(l + ̂ }se4 f(l-* )]
= lim ----------- V* ■,   

JC~>1 ^ v

(I + V*)fsen[|(l-x)l] 1 + 1 
= lim ----— 1— —  -

21 Calculan ¿ =lim  1z 2 S L 2 M  = X_
x->0 en ( en4s) ü

Solución:
2scn2f ^ )

L = lim — , v- 2- ’■
jc->0 sen (sen 4x)

2sen2Í ^ ^ V ^ íl 2 23a¿2i
= lim  ̂ p ■ = lim---------— ----—r

x->0 ^ sen3jej sen2(sen4*} *"^0sen24xj~sen̂ se"^-~ j
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Método 2 .- Por infinitésimos equivalentes:

1) Si a  0, entonces: sena « a  a  tga « a  

Ejemplos: 1) sen 3x » 3x , si 3x 0

2) sen4x «4*, sí Ax -> 0

2) Si a  -» 0, entonces Ln(l+ a) « a

3) lim ~ -~~-- = Lna a  lim g--~- = 1
a-> 0 ** a -+0 a
i r i» l-cos(sen3x) fsen3x«3xLuego: L = lim - - v------  , como <

X-+0 sen (sen4x) [sen4x w 4x

l-cos3x .. 2sen2 = lim — 5—  = lim — =— 
x-»0 senMx x->0 sen 4x

2 t
L= lim

*-►0 i6

U
2

mJx.4x

EJERCICIOS Sección 3.9 2

Para toda función de f :A ~ *  JR continua en x ~ a €>4 definamos el siguiente límite inde

terminado f \ á )  = lim —  — -  — llamado “la derivada de / en á \
v- s./> X ~~ ctx~>a

Hallar / ' ( a ) , si existe, para las siguientes funciones: 
22. ./(x )  = senx 28 ./(x )  = 2x-sen2 2x

23. /(x ) = cosx 29. / (x) = >¡2x -1+3 cos3x

24. /(x )  = tg2x 30. / (x) = 3 a / 3 x - 1 - 2 tg2 2 x

25. /(x ) = ctgx - 31. /(x )  = 5\/5x2 -l+ 2sec(5x -l)

26. /(x )  = secx 32. /(x )  = 2ctg3x- 2^sec2x

27. /(x ) = cscx ' 33. /(x )  = 5x-2V 2x-l+3sec2x
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Respuestas:

22. eos a

25. -esc2 a

28. 2-2sen4a

23. -sena

26. seca.tga

29. 1 -9sen3aJ2a~ 1

31. . 104 - + 10sec(5a-  l)tg(5a-1) 
. y(5a2 - l ) 4 •

32. -6sec23a-2tg2a-v/sec2a

33. 5 -  i 2 +6sec2a-tg2a
J2a -.l ■

24. 2sec 2a

27. -csca*ctga

:8tg2a-sec 2a

Hallar:

34 L= lim

35

36

37

38

39

40

41

sen
l - 2cosx

L= lim t? ^ - 3,g .̂ 
• e o s (x + f)

x->0

J l  + tgx -  J l  + senx£= lim — ------ ——
' xt>0. * ■ •

lim jc-ctg3x
x->0

¿ = liin tg2x . tg( f -  x j
X~*f

L = lim (1 -> /í) tg é'x
x -» i  2

r 1 - cosx eos2xcos3xL -  lim

Rpta. 

Rpta. -24

£= |im tg(a + x)tg(. - x ) - ^ Q Rpta. _£2!|£
^ v a COS £1

Rpta. \  

Rpta. \

Rpta. j

Rpta. -L

x-»0 1 -COSX
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□ 3.10 EL NÚMERO e
Sean las funciones:

t)om(/) = x e  <-qo,-1) u ( 0,+qo)

Rang(/)=j>e<l,e>u(e,+oo> gW = 0 + ̂ )J
Dom(g) = x e 1,0) u<0, +a>)

Rarig(g) = y  e <l,e>u<e,+oo>

El gráfico de f(x)  es: El gráfico de g(x) es:

Definición: El número “e ”, por definición es un límite ¿el límite de qué función?. Es el 
límite de la función f(x)  cuando jc tiende hacia +oo o hacia -oo . También podemos defi
nir como el límite de la función g(x) cuando jc tiende hacia cero por la derecha o hacia ce
ro por la izquierda.

Además, debe aclararse que el número ’ es un NÚMERO IRRACIONAL cuya aproxima

ción decimal es: 0  » 2.7182...

Cuando se estudian las series i n f i n i t a s  DE m a c la u r i n ,  el número “e ” viene a ser el 
desarrollo de la siguiente serie.
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Aplicaciones del número e
1) EL número e da origen al sistema de logaritmos conocido comúnmente como los l o 

g a r it m o s  n a t u r a l e s  O NEPERIANOS cuya base es el número e.

Así tendremos por definición que: LnN = x N=e* , N > 0

Ejemplos:
1. L n(x-l) = -2 x - l  = e~2 

x = e~2 +1

2. Lne~2 - - 2

4. Ln 2 = 0.6931

3. Lne2 = \

5. Lnl00 = 4.6051

2) el número e da origen a las funciones exponenciales simples y a las funciones hiperbóli
cas. -

FUNCIONES HIPERBÓLICAS

sen 7nr = -

eos hx = -

tgfec = -

senfoc =

esc hx =

cós hx ,

sen hx

FUNCIONES EXPONENCIALES SIMPLES

1. f ( x )  = ex

2 . g(x) = e~x

3. /»(*) = e2x

4. j (x)  = e 3*

5. y = a e ^
ay  >0son parámetros

6 . y = 2e"2i

3) En la solución de muchas ecuaciones diferenciales, no dejan de aparecer como solución 
las funciones exponenciales.

Ejemplos:

1. La solución de la ecuación diferencial: y " -  5y'+6y = 0 es:
7.x 3x

y = c,e¿JC+c2e

2. La solución de: y" -  y' = 0 es y  = c\ +c2e*
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3. La solución de la ecuación diferencial: y "+3y 1f + 2y = 0; cuandd y - 1 , y 1 = 1 para 

jc = 0; es =

4) En el cálculo de probabilidades (ESTADÍSTICA) se estudian las siguientes distribuciones.

-X j,x .
1. P(x) = ̂ f -

2. f(x)  = Áe~Xx, x > 0

fOO
3. r ( p ) -  I xp~l e~xd x , p > 0 

Jo

DISTRIBUCIÓN DE POISSON 

DISTRIBUCIÓN EXPONENCIAL

4. / ( * )  = - 4==e 2- f e ) , I € .

FUNCIÓN GAMMA
r(«) = (n -l) ! , « e Z +

r( i ) = ^
/i = media

CT= DISTRIBUCIÓN NORMAL

5. ■ /(*) =  ! -xa~l e f>
fia) 0a

x>&
0 < a 
0<fi

FUNCIÓN GAMMA.

□ 3.10.1 LÍMITES INDETERMINADOS DE LA FORMA: 1°°

Cuando al calcular un límite resulta la indeterminación l 00 entonces debe tratarse de 

formar una función de la forma ( 1+ ju(x) ) o  de la forma 1 1 + - ^ y  j de modo que 

en el límite resulte el número e.

EJEMPLOS

01 Calculan L=  lim

Solución:

1° Al sustituir “x por +oo” obtenemos:
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2° Levantar la indeterminación: ~  dividiendo numerador y denominador por jc.

lim  f l - l T  X->+a± XJL= limX-»oO
\ -±x
I+i

lim ( r f
r l

X-̂ +QO \ — x)

lim  [ l  +  J - T

02 Calcular: L= lim (l+ senx)*
x - > 0

Solución:

r  Al sustituir “jc por 0” obtenemos: Io0

2o Levantar la integración: £ =  lim \[ l  + senx]sen* / = e
x->0

([l+senx]*“ * )
sen*

lim
x-*0 x

= e l = e

03 Calcular: Z,= lim (eos x) 2
x->0

Solución:
1° Al sustituir “x por 0” obtenemos: l00

l '
2o Sumar y restar 1 dentro del paréntesis, así: Z = lim (1-1+cosjc)*

x - > 0  .

l
= lim ( I - ( I - cosjc))* 

x->0 .
-2 sen',2.x-

0Pero: 1 -  eos x = 2 sen f , luego: 1 =  lim
x->0

j^ l+^-2 sen2 - | j ] -2sen2¿

-2sen2£  -2sen—
lim ¿ lim — !—í  • sen-f

¿ = c*^° * «e*-*0
- 2 jsenj\,- x, 

_ lim —i—¿/¡sen-f j 
-'C’x-tO Zj  /  \ y
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04 Calcular: L = lim (cosx)x
x->0

Solución:

Io Al sustituir “x por 0”: l00 <- Indeterminado

2o Para levantar Ja indeterminación procedemos como en el problema 3.
■| t -2 sen 2

1 = linv(l-2 sen2 | ) ^ 2 = liin ^ l + ( - 2 sen2 | ) j - 2«*»2f ” **.

- W f
lim----

L = zx̂ ° x

-2sen4 . scn^ 
lim L ¿jt-+0 2¿ f 2iI  = e 2 2

~ ^ = c T \  =
= Í ‘

05 Calculan 1 = lim x l~x 
x ^ r

Solución:

Io Al sustituir “ jc por 1 ”  obtenemos: 1 ° ° , porque x < 1

2o Como; * jc —> 1 ~

x < 1

x —1 < 0  =í> hacemos:

1- x  > 0
*->■0

1 - x  = h 
x = l - h

Como: x —> 1 entonces -» 0 +
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06 Calculan L = lim i ül£y sen a + sen x

Solución:

Io Al sustituir “x por 0” obtenemos: I o =1 

2° Dividir el numerador entre el denominador:

,= lim Fl + - 2sen x
x->0L sen a + sen x

J  scnx Formar el número e:

= lim 
x-»0

lim

( l+ —y sena + senx /

sen ¿7 +sen x
2 sen*

sen a + sen x

==€ *

07 Calcular: 1=  lim - L n J I ^  =oo.O «—  Indeterminado
*->o+x V-1-*

Solución:

= 4 lim
i-»0+

4 Ln

= ÍLn

lim ( 7 ^ )
x-»0+' * '

i
lim (1+x) * 

*->o+

lim
x-»0”[ ( l- í-O - ) " 1]
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08 Calcular: L =  Um Í£ Í^ í i  = i£ i =
x -*0 x¿ 0 0

Solución: -

L = lim
jc-»0

Ln(cos)
LL
.2

= Ln lim (eos) *
x-*0

= Ln [  e  2 ]  = ~ t  , ver problema 04.

□  3.11 lím ites indeterminados de la  forma |g

I LÍMITES AL INFINITO

n - \

Proposición I: Sea la función racional:' R(x) = a°x - - axX- - # a ^  q ? ^  o .
b0xm +blxm l +... + bm

Donde: P(x) -  oqXh + a¡xn~l + ... + a„ y

Q(x) = b0xm+bixm-'+. . .+bm

Son polinomios de grado nym  respectivamente: n e Z+‘, /w€

Demostrar que: lim R(x) =
*->+00

oo ,si n > m 
¿*0
A , si n = m

0 ,si n<m
Prueba:

R(x) se puede expresar de la siguiente forma: R(x) = -
> ’oo+a +^  + . 

•*
** fe‘>+^ +¿ +"..+Al

y teniendo

en cuenta que: lim — = 0 , V n € Z , K e  R .
x~>+ooxw 
X—>—00
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Tenemos:

a) Si n>m,  entonces dividir numerador y denominador entre “ xn ” obteniendo:

flb+a +...+f5.1 '
lim R(x) = lim -

X-++00 X-»+oo .yi-n

b) Si m = n, entonces al dividir numerador y denominador entre “ xm ” obtenemos

lim /?(x) = lim
X-»+co x->+oo

fl0 + ̂ - + ̂ - + **- + — 
0 * *2

ib+^L + ̂ - + - + ^ a- u x v2
A,

c) Si n < m , entonces dividir numerador y denominador entre “ xm " obtenemos:

—i—[ 00+^- +--
}im R(x) = lim - — J=  —— -v -

x-*+co x~>'+oo ¿u+Í0 +... + 4bl ^
L * xm j

Ü - J L - ,

Proposición 2: lim R(x) = lim i?(-x)
JC->-00 X-++O0

Ejemplo:

Sea la función /(* )  = > x * - l -  Hallar lim /(x )

Solución:

10 Definir el valor absoluto / (x) : / (x) =
, Si x£0  1 + x 5

, Si x<0, x * - ll + x ’ ’

2° lim / 2(x)= lim y ^  = lim - f r 7 ^= l»111 \TZ= lim j+ r
X-+-00 x —>-oo jr—>+°o * x —>+oo * x->+oo _ 1

= -2

3o lim /!(x)=  lim lim 7 7 -=  2
X-++00 X-»+QO X-++00 “  +1
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□  3.11.1 ASINTOTAS: HORIZONTALES, OBLICUAS Y VERTICALES

a) ASÍNTOTAS HORIZONTALES: Sea la fupción real f ( x )  = , Q(x) * 0.

Si lim T̂ r-r = L v lim = M  con L e  IR, M e IR entonces los límites 

y  = L , y  = M  son asíntotas horizontales de la curva / ( x ) .

En el ejemplo anterior y  = -2 es asíntota horizontal de /¿(x); y  -  2 de f \ { x ) .

b) ASÍNTOTA OBLICUA: La recta y  = ax+b, a * 0, es úna asíntota oblicua de la curva. 
y ~ /(x )  sí, y  solo si una de las siguientes condiciones se cumplen:

0  lim = a a  lim [ f (x ) -ax )  = b ó
JC-̂ +OO X

ii) lim ̂  = a  . a  lim [ f( x) -ax]  = b
X-+-00 x  x - t-a o

II LIMITES INFINITOS

Proposición 3: A lim -L = +co
x-»0+ *

, -00 si n es impar.
ii) lim - 7  = |

x->o~ x [+00 si n es par.

c) ASÍNTOTA VERTICAL: Sea la función real / (x) = , si x = x0 es una raíz real dql deno;

minador Q(x) y a su vez:

lim = ±00 v lim = ±00, entonces x = x0 es asíntota vertical de la curva 
x ^ 4 Q { x )  x - * x ó Q ( x )

/ (x ) .

Ejemplo:

Sea la función / (x) = ~x
X -4
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Las raíces reales del denominador son * = ±2, además:

1) lim /(* )  = -oo
x->2+. .

2) lim /(* )  =.+oo 
x->2~

3 ) lim /(* )  = oo
Xo^I* . . . .

4) lim /(* )  = +oo
x-»-2“

Luegó * = 2, * = -2 son ASÍNTOTAS HORIZONTALES.

□  3.11.2 PROBLEMAS RESUELTOS

01 C alculan lim  ^ - » ) ( x - 2 ) ( x - 3 ) ( * - 4 ) ( * - 5 )
* - > + « , ( 5 * - 1 )  . 00

Solución:
Al multiplicar los factores del numerador se obtiene un polinomio de 5t0 grado. El denomi
nador es otro polinomio de 5t0 grado, por tanto dividir numerador y denominador entre x5 :

( * - 1 )  j x T 2) ( x - 3 )  ( x - 4 )  ( x - 5 )  h _ l V / l _ 2 \ / 1 _ 3 W í _ l W 1 _ 5 V

L= lim ~  *■ *— ¿ = lim L , . * / !1 . a 1, J l ,  i l a
X - > + 0 0  1 5 x 7 l | -v X-++O0  * 5

02 C a lc u la r i -  lim
XT>+00;; l(nx)n +l] 2

Solución:

Al múltiplipar los factores del numerador resulta un polinomio de grado igual a: 
1 +'2+3 4-...+ n = ^1 que es igüal al grado del polinomio del denominador, entonces

0 +»)»
dividir numerador y denominador entre * 2

L = lim
¡x+i)(x2+i)(x2+i) (xn+iy h + ± y f i i  +;jl\

x  X2  x 3 V *  J  _  X2 )  l  xn y _«+i l -  nm n+l
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OS Calcular: L = lim (>/x3 + X2 +1 - y j x 3 -x 2 +1)
X-*-H©

Solución:
Al sustituir “x por +00” obtenemos 0 0 -00  que es indeterminado. La indeterminación de la 
forma 00 - 0 0 , se evita “racionalizando”:

( V x 3 + x 2 + l  -  3J j? - x * + \ )  F.R. r x 3 ’+ x 2 + l - x 3 + x 2 - l¿ =  hm ^ ............   ?- --------'=> L= Iqn  - y j - — —
x^ + óq *-*•

L = lim   — 1 , ... '■  —
x—>+«0 l](x3 +x2 + 1)2 +yjx3 +x2 +1 -f <Jx3 -  x2 +1 + y(ir3 -  x2 +1)2

Dividir numerador y denominador entre x .

L = lím
X - » + Q O  l j / ( x 3 + x 2  -f 1 ) ^  f f i 3 +  X2 + 1  >/x3 -  X2~ f l  V ( x 3  i-  X2 + 1 ) 2

. v2 + ' x

lim
x—>-+-.00

¿  = —2— = 2  ¿  1 + 1 + 1 3

04 Calcular: Z= lim (a/x3 +3x2 ->/x - 2x)

Solución:
Al sustituir “x por +00” obtenemos 00 -  oo, que es una forma indeterminada y se evita racio
nalizando.

Como los radicales tienen índices diferentes convertimos en índices comunes:

El (Mínimo Común índice) m.c.i. de 3 y 2 es 6

Luego: L -  lim ( \/(x3 +3x2) 2 -^/(x2 -2 x ) 3 )
X->+00
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Recién racionalizamos:
El factor racionalizante de (\[á - \ [ b ) es:

F.R. =  yñ + fÁ *  +§[a $B* + $ ¥

■r ( t f(¿ + 3 x 2) 2 - ‘¡¡{x1 - 2 x ) 1 WL = lim  ------ —7---------- -1—Por tanto: -  —
X-i+ao ,Jt

(x3 +3x2)2 - ( x 2 - 2 x ) 3

^/[(x3 + 3x2)2]5 +... + $jl(x2 -2 x ) 3 ]5 

  líx 5 -  3x4 + 8X3

x ™ » 6r + > + 6r

Dividir entre x5 numerador y denominador:

n - i +-1- 
lim -------  ±-¿L -

X - + + 0 0  ^ / [ ( í 3 + 3 í 2 ) 2 ] 5 ^ [ ( X 2 - 2 X ) 3 ] 5

x5 + " ' + x5

12-4 + A  
lim -¡------------  *,

T -  12 _  12 «  9
l+l+l+l+l+l 6

05 Calcular: L=  lim x3 [(jc-hl) 3 - ( x - l ) 3]
x->+oo

Solución:
X, =  00(00 — 00)

-Indeterminado

i
Levantar la indeterminación. Para ello antes de racionalizar introducir j c 3  como factor:

• r 1 2 i  2 1
Z/= lim I ( j c 3 ( j c -f-1) ) 3 -(jc3( j t - l) ) 3 j

X-++00

¿=  lint [(x (x+ l)2)3 - (x (x - l)2)3 ]
X—>+00
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Ahora racionalizar multiplicando numerador y denominador por su factor racionalizante: 

¿ =  -1¡m ([^ + i)2]3-[j(x-i)2P )f.r
v kXnn F.R.

Como: (A3 - B3) ( A 3 + A3 B3+B*) = Á - B
F.R.

Luego: 1 =  lim '  x^ +f - - xLx- vf  -
* ~ > + 0 °  [ * ( * + 1 ) 2 1 3  + . . . + [ * ( * - 1 ) 3 1 3

= lim -----  —
X_>+“  lx(x + l)2]3 + ... + [ * (* - l ) ?] 2

Dividir entre x¿: = lim

Jl
1 1 1 1* ^ « W i ) 2]3 [j(x + 1)2]3 fjr(x-i)2]3 fjQr-l)2!*

x2
= lim . , 4

X->+co 3|[.jc(jc + X)2]2 ™-'--"2i23Í[*(* + 1) 212 . . 3¡[x(x-1)2!2
t ~ ? '  Í  x6

= lim
x^+co3¡£j 7+J)  ̂ Jxi (x-i)4

t 2~ S ~  í

= lim ■ - — i— - "t

T — 4 _
^~1 + 1 + 1 3

06 Hallar las constantes “a” y “Z>” de la condición: L = lim  ̂ y  -  ax-b  1 = 0

Solución:
f  x2 4-1-ax2 -a x 2 - b x - b
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Límites de Funciones Reales de Variable Real ■ 3 a
2) Analizando: Para que 1 = 0 , debe cumplirse, en el límite cuando x -» + o o  que: 

L =  , K =  constante; esto es posible sólo cuando los coeficientes de x2 y de jc sean
ceros, es decir:

l - a  = Ó Y' -(<*+ó) = 0 
a = 1 ó = -4

Siendo así, tendríamos: L = lim ^-77 = 0
X -> + o o  *

07 Hallar la constante de y ó, (/ = 1,2) de las condiciones

1) lim ( \ jc2 - jc + 1 -úf1jc -6l ) = 0 y
jc-^+oo

2) lim (y¡x2 - x  + \ - a 2X -b i )  = 0

Solución de 11: 

1) Pero: L= lim (V*2 -x+1 - a i x - i ^ y
X-++00 .

. . , ,  .. - x  + 1 -(a \x  + bt)){ Jx* - x +1 + (fljx + A ))2) Racionalizar: 1=  lim ^    V? — ------- ...i— ? ' / -
^  * - > + 0 0  y x 2  — JC -h t  -h

1 = lim x2 x +1 - {q¡x + b\)2
x—>+00yJx*-X + l +

= lim +
X -+ + 0 0  : ^ X 2 -  X  + 1  +  (úfjX +  f y )

1 = lim
X-»+oO - X  +  1 +  ( & j X + ¿ | )
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3) Analizando: Para que el límite sea £ = 0 , debe cumplirse que:

1 -  a2 = 0 a 1 + 2 afa = 0 

o ,= ± l a

Si fl) =1 => l \  = —|

Si a2 = - l  =>

2) Queda como í^ercic»; = ± l,  = ± 2

W Estudiar 4Ü& ^njportamiento de la rafees xt y x2 de la ecuación cuadrática
ax2 +&t+c=0, si el coeficiente “o” tiende a cero mientras que los coeficientes b y c  
son constantes, siendo h * 0 .

Solución:

1) Las relaciones entre las rafees jq, x2 y los coeficientes son:

x l + x 2 = ~ a

Xt • x 2 =>  X\ =  =  - t .       ( 1 )
1 L a 1 ax2 t

=>■ lim x% = lim — = -- = ±ooi xt = um — - 7: a_H 1 a^o -a  0

De ax2 +bx+c = 0 , obtenemos: lim (ax2 +bx+c)= lim (0)
0->O a->0

t>x+c = 0 => x¿ == -  0 ... (2)
♦ El multado obtenido en (1) es por (2).

A m w m m

%lx2 - x 2 , x ^ l
09 Sea la función: f(x)  =

 2*___  x>\
x2 - l x  + \C ’ x * 2  , x * 5

Hallar las asíntotas horizontales, verticales y oblicuas.
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Solución:

Es la función / 1(x) = /̂x2 - x 3 , x< l

i) Asíntotas horizontales (a .h .) rio hay
ii) Asíntotas verticales (a v .) no hay

iii) Asíntotas oblicuas (A.O.): y = ax+b

= lim /iW ^

X-»-CO * *

= lim*->+co -JC

= lim
X->+00V JC

x3
-x3

6 =  lim [f\{x)-ax]= lim [ a / x 2 - x 3 - ( ~ l ) x ]
x->-co  JC- > —00

= lim [ a / x 2 + x 3 - x ]  = lim [ a / x 2 +  x 3 -a /* 3 ]JC->+0O
JC2 +  X3 -  jc3. = lim

x->+co%](x2+x3)2 + ...+^ jc6

¡= lim — ~ * 2 , ■. . dividir entre x 2
JC+00 ̂ /(jc2 +jc3 ) +... + >fxP

= lim - ' .  ^  "i---r-----=  1
JC->+00y(4 + 1)2 +... + -JÍ 

Luego: y  ; = x + y es la A.O.

En la función: / 2(x) = -r-2¿-—
x  - 7 j c  +  10

Tenemos:
/) Asíntotas verticales: Se obtienen de igualar a cero el denominador:

x2 -7x+10 = 0 => (x-5X x-2) = 0
=> x = 5,x = 2 son A.V
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ii) Asíntotas horizontales: como el dominio es x > \ ,  donde x se aleja a + oo, hacemos: 

lim — l i m , ,2
x-»+oo* — 7ji:+ 10

= -2. = -|»oo 
0

3A.R

iii)  Asíntotas oblicuas: y  = ax+é

Donde: á=x lim  = lim  —5— ------- - 2
x-M*o x x-*+ao jr + 7x + lOx

f o  { /2 (*)-«*]X-*-H»

é *  Jim [ - r - 2 ¿ ---------- 2x1
*-*+«>[ * ^ -7 x  + 10 J

J r -7 x + 1 0  J

. .  1 4 ¿ - 2 0 x , .=• lim  -=----------   14
x -» + « J r -7 x  + 10

Luego la A O. es: y = 2 x + 1 4

EJERCICIOS PROPUESTOS jtfa > 0 .lf
Hallar, si existe, las asíntotas verticales, horizontales y oblicuas de las^íguientes funciones:

Sólo fines educativos - FreeLibros



Límites de Funciones Réales de Variable Real

03 . / ( * )  =
l*-H , X < 1

-JÉ—  r > 12 i ’
X  - 1

Rpta.:

x = l 
y = 2

{*  = 1 U = 1

04. /(x )  =
2x2 
jc + 3 , jc < -3

05. /(x )  =
, x S - l  , x * 0

ex -1
, * < _ l , x * -4

1*1-4

f x+-^ , x<3 , x*0 . 
06. /(x )=  2

[Ln(l+e ) , x k 3

í« — 3 
Rpta.: [y = 2 x -6  

{y = x + I

Rpta.

f x  = 0
1 y =xr%tn • ■
I x = 4
\ j ,  = -2

fx  = 0 
Rpta.: = *

{ y  = x

, x<o  , x e z~
07. /(x )  = {

x+arcos-1- , x e ( 0 ,-H»)
Rpta.:

f x = -l,-2 ,-3 .
\ y = l
í x = 0  

U  = x + §

08. /(x )  =

x3 -

x2 - 9
, x e (-ao,-3)

2 x + 3 , X € [ - 3 -§ ]u [0 ,- H = o >

Rpta.:

= -3 
x + 1 

x = 0 

y = y¡2

09. /(x )  =

3x3 +3x + 5+^x2+ 4  , * > - 1 , x * - 2,3 
x  - x - 6

- S + l ± i +J J 7 9  , x á -1
jr+ 1"-

Rptas.: j c  = 3 ; > > = = 4 j c  +  3 ;  j> = - 2 x + 1
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10. /(* )  =

x 2 - 2 x  +  2  - z—  , x<2  , x * l
x  - 1  ’ ’

, dfx6 +x5 - x - 1  -  *
x + i ~ i ? - r -  •x>2

,  1*1 > i

Rpta.

Rpta.

2 , * « l

* = 1  
;y = ;r + l 
x = 2 

^  = 2* + !

í x = l , JC = -1

r x = i , jc = - i 
1 ^ = 2 , ^  = -2

a  3.11.3 LÍMITES INFINITOS (DEFINICIONES)

ASINTOTAS VERTICALES - LIMITES CUANDO x->x0

n —  ---------------: — ® - ...... — ---------------—
Definición: Si jcq es punto de acumulación del dominio de f  entonces

lim /  (x) = oo <=> Dado un número M  > 0 por grande que sea, existe un núme-
X~*Xq

ro <5>0,talque: |/(x )| > M  siempre que x e D j  a  0< |x~xq| < ^

SUS CONSECUENCIAS SON:

A.1
Si lim /  = -foo => Dado un A/ > 0, I S > 0  

x - > x $

trihue: f ( x } > M  siempreque:

x e  Df  a  0 < x - x q  <S
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A .2

Si lim /(x )  = +oo=> Dado un M >0 ,  2<?>0

tal que: f ( x ) > M  siempre que:

x e D f  a  0 < x q - x < ó

■

A*)

M
7 f

<
r *0 JC

S---- X=Xo

Si lim /(x )  = -ioo^  Dado M > 0, 3<5>0 

tal que: / (x) < - M  siempre que:

X & D j  A 0 < X - X ( )

A .4

Si lim /(x )  = -oo => Dado M>  0, 3<?>0

tal que: f { x ) < - M  siempre que:

x e D f  a  O < X 0 - x < £
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Sí al menos una de las proposiciones A .l, A.2, A.3 ó A.4 es cierto, entonces diremos que 
x = xq es una a s í n t o t a  v e r t i c a l  de la gráfica de: y  = f(x)

 ------ s-----------------------„------ ® ----------:-------------------— — r—

ASÍNTOTAS HORIZONTALES-LIMITES CUANDO * “>+0°^->-00 :

B.l
Sea A a  IR, A es ilimitado superiormente.

Dada / :A-+ IR, escribimos:

Lim f  (x) = b , sí y sólo sí.
X-M-oo

Dado arbitrariamente £ > 0 , podemos encontrar 
N (£ j> 0  tal que:

a  x > N  => | / ( x ) - ó | < £

B.2

Dada / :  A I R  , A es ilimitado inferiormente.

Escribimos: lim f(x)  = ¿  <=> Dado £ > O
X-»-oo . *

existe un número N(s)  > O, tal que:

x e A  a  X < - N  => | / ( x ) - ó |< £

Por ios tanto, sí al menos una de las proposiciones B.l ó B.2 es verdadero, entonces dire
mos que la recta y  = b es una ASÍNTOTA HORIZONTAL a la gráfica de la. función f(x)  .
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B.3

lim f ( x )  = b = lim f ( x ) .
X-++00 X->-oo

Entonces se escribe* lim f ( x )  = b => dado ¿> 0  (por pequeña que sea) 3 #(£)-> 0 ?> tal

que: \ f (x) -b\  < £ siempre que x e D f  a  |x| > N  .

EJEMPLOS

x  +  1Ejemplo 1. Demostrar que: lim — j = 1

Detnostración:

lim = 1 <==> Dado s  > 0, 3 Af(s) > 0 .tal que:
X - + Q 0  x ~ l

X € Df  A |x| > AT.

x  +  1 
x - f

<£ siempre que

Ahora, busquemos N  en función de s :

Para ello, partimos de: x+1
x - l ’

X  +  1 —\ X  + 1

x - 1
2

x - 1 'i*-n

Pero: < s  siempre que x e Df  =/? — { ! }  a  |s| > N  •
x> N  v  x< -N

r - l > 2  V x - l < - -

x> 1+*| v ^ , donde x' = x - l

si X -+ +OD SI x -> —oo
Ni= i + f  n 2 =-=_ i
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Ejemplo 2. Demostrar que: lim —̂ — = +«
x-*2+r-4

Demostración: 
Usar la definición A.l

lim I =+oo < =>  Dado M>  0 ,  3 £ > 0  falque -s* —>  M siempre que: 
x-*2* * -A r  - A

x e D j * JR-{-2,2} a 0<x—2 < 8

Pero: >M  siempre que x e D j  a 0 < x - 2 < 8

=> x2 ~*<~m si x2 - 4 > 0

í) (x -2 ) (x + 2 )< ¿  
se debe actor

Tenemos que: Q < x -* 2 < 8 ..........     (2)
Supongamos : 0 < x - 2 < l  = ¿| , 8z8¡

2< x< 3
Sumar2 : 2< x+ 2< 5     (3)
Multiplicar las desigualdades (2) por (3):

(4)... 0<(x-2X *+2)<5¿
Comparando las desigualdades (1) y (4) hacemos: 58 = -̂ ¡ => 8 =

Escogemos 8  = minj 1, j para que 2*  ̂> M siempre que:

0<x-2<<5 a  x e D f

Ejemplo 3. Demostrar que lim =+00
x - > r x - 1

Demostración:

1) Por definición se tiene lim I-* =+00 <=> Dado M > 0 , 3<J>0 tal que
x-*n * *

-=£- > M siempre que: 0 < L-x < 8  a  x e D f
JT.-.l -
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Búsqueda de 8 en función de M\s

A partir de —* • sabiendo que 0 < \ - x < 8 .
x -1

2) De la proposición |  M  siempre que 0 < \ - x < 8  a Dy. = R -  {-1,1} j

Deducimos:
*Lz12 V1UUUVVJ -x ^ M

2
Si - ^ - > 0  entonces — <-rjjr siempre que 0 < l - x < 5  a x e £>y

<-oo,-l) U (0,1) O-*)'
/—  este término debe acotarse

-x  -x   /• X y

\ - — -  este término está acotado por ó, pues
0 < l - x < ¿

* X  HK 1Por buscar una cota W>0,talque —¿~<N

Tmemosque 0<l-x<<5  ................................       (1)

Supongamos que 0 < 1 -  x < <5 á :£ = <5̂ , entonces:

0< l-x< -£  => 0 > x - l> - -£  ^

=> 1 > x > 4-♦— Invierto' l < - < 2  ............. (2)

Sumo 1: => 2 > x + l> ^  "*

< = » | < x + l < 2  ................  ...............  (3)

Multiplicar las desigualdades (2) por (3):

 .........................     (4)2 x .

Ahora, multiplicar las desigualdades (1) por (4): 0 < ( l - x ) **^--<4¿

Haciendo: 4<5 = -j  ̂ <=> -

Escogemos: <5 = m in { |,-^ }  para que: -=£-^>M  siempre que:

0 < 1 —X<8 a  x eD y
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Ejemplo 4. Demostrar que: lim = -<»
x-*2~ r -4

Demostración:
1) lim--^— = -« < = >  Dado Af>0,  3 á > 0  tal que —< - M  siempre que:x-+2~r-4 x*-4

0 < 2 - * < í  ía = ^ -{--2 ,2}

Bésoueda de 8 cu fundó» de M.

2) De la desigualdad -A/ podemos deducir lo siguiente:

Si x2 -■4 < 0 , entonces invertimos: x2 - 4>—¿r
v  V- /  A#

x €<-2,2) c=> (x - 2 \ x + 2 ) > ~ L

Multiplicar por-1 <=> (2-xX *+2)<-^  ..............  ......(*)

Por definición, tenemos que: 0 < 2 - x < 5   ............................... (1)

Supongamos que S  = 1, entonces: 0 < 2 -x < l
c=^ 0 > x - 2 > - l  
<=> 2> x> Í  
< = > l< x < 2  •

Sumar2: <==> 3< x+ 2< 4  ........................ (2)

Multiplicar las desigualdades (1) por (2):

Q<(2-xX*+2)<4¿? (3)

Comparando (*)con (3) hacemos: 4 S =- ^c=>S=- ^  y escogemos S = min{ 1 j 

para que: 2* < - M  siempre que: 0<2-x<<5 a xeD y

x “■ 4Ejemplo 5. Demostrar que: lim------- t- = -oo
x -* 2 (x -2 )
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Demostración:

= -oo <=> Dado M > 0, 3 £> 0  tal que:

< |x -2 | < S  a  x e D j  = JR-{2} implica que ^x < - M
Este valor absoluto es porque el límite 
por derecha e izquierda de- 2, es-oo

Búsqueda de <9en función de Af:

A la derecha de 2, debo demostrar que:
o iü < x -2 < ó  a  x e D f  = JR-{2} => x * . <~M 

1 (*~2)
Veamos:

De x 4w < -M  deducimos: Si x - 4 < 0  , invierto >~4r
(x-2) '-----.-----’ x ~ 4 M

x<4

Multiplicar por-1: x̂(~z\(x-2)2 , i
- (* - 4 )  .M <*)

Pero 0 < x - 2 < ¿  implica que 0 < (x -2 )2 <¿2’ 

Si <J = l => 0 < x - 2 < l  <=> 2<x<3

(O

Sumar-4: => - 2 < x - 4 < - l

Multiplicar por-1 : => 2 > - (x -4 )> l

Invierto (2)

Multiplicar (1) por (2): => 0 < <<?2 (3)

0 < x - 2 < ¿  a  x e D j
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Ejemplo 6. Demostrar que: lim * = + qo

x - > \ +  x  - 1

Demostración:
- • '

<=> Dado M > 0 , 3 8>0  tal que -  >M  siempre que
. : X -1  . ' ■

0 < jc-1 < <5 A x e Dj  = IR —{—1,1}

Búsqueda de Sen Función de M:

2 - 
Pero - ^ - > M  <=>         (*) Si - ^ - > 0

x 2 - l  *  M  x 2 - \

XÍ=<-l,0>U<l,oo>

Se tiene: x = tenemos: 0 < jc - 1< .............................  (1)
x  * X

Si<? = l ==> 0 < jc —■ 1 < 1 <=> 1<jc<2 o    ^

En l< x < 2  sumar 1 <=> 2 < x + l< 3  ........ ............------   (3)

Multiplicar (1) x (2) x (3): (T< (x" 1)̂ 1l  <38 ' ................................  (4)

Comparando (4) con (*) hacemos: 38 = — => 8 = yj~

Escoger: 8 = mínj 1, j •
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□  3.11.4 TEOREMAS SOBRE LÍMITES

TEOREMA 1 Sea A c  M , f : A  » IR , ;xq punto de acumulación de A = Df , en
tonces:

lim /(x )  = L <=> lim /(x 0 + /i) = I
x-+Xq h-> 0

Esdecir,si alguno de los límites existe entonces, el otro límite también existe y:

lim / ( x ) = lim f  ( xq + h )  = L
X - > X q  /í—>0

Demostración:

(<=>) Por demostrar que: lim /(x )  = Z => lim f ( x Q+h) = L a
x ->Xq h-> 0

Veamos: lim /(xq + A) = Z => lim /(x )  = L
X—

(=>)

í) Si lim f ( x )  = L => (V £ > 0)(3 £ > 0); tal que:
X ^X q

x é D f  a  0 < |x -x 0| < 8 => 0 < |/(x ) -Z | < e

2) Hagamos: x - xq =h
x = x0 + h ; dónde si x -»x 0 entonces h .

3) Sustituir 2) en 1), podemos ver que siemipre que:

heDom(f (xo+x)) a  0 < |/j |< £  => 0< |/(x 0 + /*)-Z| <£

4) Las desigualdades (*) y (**) implican que: lim / (x0 + x) = Z
h-> 0

(<=) Por demostrar: Sí lim / (xq + /í) = Z => lim /(x )  = Z

Queda como ejercicio.
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LEMA S i \a\<s ,  V s >O entonces a = 0.

Demostración:
La demostración la haremos por el método de REDUCCIÓNAL ABSURDO. Este método se 
basa en la siguiente tautología lógica:

I(Pi A P2) => q] = [irq a p{)  => - # ]

Donde: : 1 < 2 q : a - 0

p2 : | a |< f , V í> 0

1) Supongamos que a * 0  , entonces y > 0  (Hipótesis Auxiliar)
~ q

2) Como la proposición p2 es verdadero para todo £■ positivo, en particular será verdadero 

para .

Entonces en p2 tendremos: |a| < ^  •
=> 2< 1

Ésta proposición contradice la hipótesis p\
Esta contradicción surge por negar la tesis.

3) Por lo tanto: \a\ < £ , V s > 0 implica a -  0.

TEOREMA 2 (UNICIDAD DEL LIMITE) (Si existe lim / ( x ) , éste es único)
X-*Xq

Sean A cz IR, f : A - >  IR, xQ punto de acumulación de A.

Si lim / (x) = ¿i a  lim / (x) = I4 , entonces Lj = ¿2 •
X - > X q X ~ + X q

Demostración:
Debo probar |Lj - | < V € > 0, lo cual implica Lj = L2

1) Por hipótesis se tiene lim f(x)*=L\ a  lim /O )  = ¿2
X -+ X Q  X -+ X Q
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Luego, dado " cualquier e >0 , existen <5j > 0 -y ' <%■ > 0, tales. que para
x e A  a  0< |* -x 0| <<5i =>■ | / ( x ) - i | | < |  y

0  <  \ x - X q  \ <  §2 = >  | / ( x ) ~ Z 2 |  <  |

2) Elegir = min,{áj ,<%.}. Como x0 es punto de acumulación de A podemos encontrar
x' € A tal que 0 < \x ' - xq | < 8 . Entonces:

= - / W  + / M - Z 2 I <Vl - / C O M / C O ^ I

= |/(x ') -A I + l / ( ^ > -¿ 2 l
< ¿L 4. ̂ . = c 

2 2 .

4) Por tanto, por el Lema anterior: \Ll -L^l < s,  V s> 0, => Lj -L^ = 0 => h =h.

APLICACIONES PRACTICAS DEL TEOREMA 1

lim f ( x )  = L <=> lim / ( xq +h)-= L 
x->Xq h-> 0

,  ... . COSX  — COS¿21) Calcular: lim
X - * X q X  Q

Solución:
e o s * - c o s a  c o s í  a  + h )  -  cos a  . , u  . ilim _— -------= ii m— /   hemos hecho: x - a  = h

' ' h-*0 h

cosa • cos/í -  sena • sen/* -  cosa= lim--------------- r--------------
/*-» 0 "

-sen a/sen/¡':= lim —  -f,- v = -sena 
h-*0 v L y

Pues: lim (eos a eos h -  eos a) = 0 
¿->0

1-x22) Calcular: lim-----7 x^ l  sen™
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Haciendo: x~l  = A x = l + /i

Donde Si jt->1 => h-r+0

Tenemos : lim l-jc2 = lim i-(i+*r = Km 1 -1 -  2A -  /r2
^ ^ i s e n ^ j c  ^ ^ Q s e n ^ l  +  A )  fa^QS&tiTtQositk+co&xmRxh

= lim zh£*Ijl 
h-+0 sen;r"

^QSen^V *r / \ ar /

3) Calcular: lim
X - > 3 T

sen*

Haciendo : x - x ^ h  <=> x ^ x  + h

Donde : Si x -»  n => /i —> 0

Tenemos : lim x-J I = lim - = limsen* sen(tt + h) ¿-*0. sen n cos  ̂+ 008 ^ sen^
o -i

= lima->o  - s e n h
=-1

TEOREMA 3 [- (TEOREMADEL ENCAJE) (del Sandwich)

Sean Acz IR; f ,g,h:A-^ IR , x0 punto de acumulación de A.

Si para todo x e  A , x * xq tenemos f(x)  < g(x) ¿ h(x) y además

lim f (x)=  lim h(x) = L , entonces lim g(x) = L .
X ~ > X q  X - ^ X q  X ~ > X q

Demostración:
1) Por hipótesis se tiene lim f(x) -  L y lim h(x) = L , por tanto dado s > 0 , existen

X - > X q  X - * X q

Si y S2 tales que para x e A .
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O < |jc-*oI < ^  \ f ( * ) -L \  < s
L-r£< f(x)<h~¥£

y O < |x-*ol < ^2 ^  \h(x)-L\< £
Lt-£ < h(x)<b+£

2) Sea S  = mín{<5| ,¿ 2}. Entonces, x e  A a  0 < | j c |  < 8 ii

L - e <  /(* )<  g(x) < h(x) < L + e < 

y por tanto: L- £<g( x ) <L  + £

|g (x )- í, |< *

Lo cual implica que: lim g(x) = X
4 X - + X Q  - ..............................

Este teorema indica que si /(*)■k  g(x) < h(x) 

Entonces: lim f ( x )  lim g(x) lim h(x)
JC—>JICq <  X - + X Q  <  X - > X q

L ^  lim <. L x-*xo
lim g(x)=L

X-+XQ

TEOREMA 4

Sea A c JR ,  , x0 punto de acumulación de A = Dj .

Si lim /(x )  = I  a  a<L<b

Entonces existe un número 8 > 0 , t a l  que: a<f ( x ) <b ,  VxeZfy que satisfaga 
o < |x—xq | < 8 .

Demostración:
1) Por hipótesis tenemos que:

Si lim /(x )  = L => dado ¿> 0 ,3 ¿> 0 ;ta lq u e :

(* )  ...............\ f ( x ) -L\  < e siempre que xe Df  a  0 < |x-xol < 8
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2) De (*) se obtiene: \ f ( x ) - L \ <£ - e <  f { x ) - L < s

L - £ <  f (x ) <L +£ (a)

3) Además por hipótesis sé tiene qué: a < L < b
<=> a <L  a  L<b  
<=> L - a > 0  a  b - L > 0

Sitomamos: £ = m ín {é -¿ ,I -a }

Entonces se cumplirá que: e<,b-L  a  s ú L - a

£ + L $ b  a  a<,L-£ (<*)

4) Pero V £ > 0 se cumple que: L - £ < L < L + £

Luego por (a) y (f?) se obtiene: ¿

5) Comparando las desigualdades (a) y(b) y por 
la propiedad de transitividad, obtenemos:

á ¿ L ~ £ <  f (x)< L+££b  
=> a< f (x)<b,  V x e D f  a 0 < |x -x o |< £

m

(b)

ALGUNOS LIMITES TRIGONOMÉTRICOS

TEOREMA 5 Probar que: (1) lim senx = 0 (2) lim cosx = 1 (3) lim ^̂ 1̂- = 1
~ A x~>0 xx->0x-»0 

Demostración:
La demostración es por construcción.

2 2Se elige un círculo trigonométrico: x +y  =1

En el primer cuadrante se definen: lá cuerda PQ, el arcó PQ y la línea poligonal 
(PR)Kj(RQ).
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Si comparamos las medidas de estos elementos, 
se obtienen las desigualdades:

PQ<x<PR+RQ 0 )

donde: x es la medida del arco PQ
en radianes, con 0 < x < ̂

♦ En el triángulo rectángulo RPS se cumple:
p r <sr  ....................   (2>

♦ En él triángulo rectángulo QTP, se tiene:
PQ >PT

Asi, por (1), (2) y (3) y por transitividad se obtiene: 
PT < PQ < x < SR + RQ' 
P T < P Q < X < S R   ...................

(3)

(4)

♦ En el circulo trigonométrico, se tiene:

P Q r y P T 2 +TQÍ = ̂ 2 -2 c o sx , donde PT = senx, 0 < x < y  
TQ = \-O T  , O r = cosx 
SQ = Xgx

♦ Al sustituir en (4):
senx<^2 - 2 cosx <x< tgx

^ 2 - 2 cosx <xDe:

2 -cosx<x2 

1—̂ -<cosx.

De: senx < x < tgx

i  '

(5)
senjc<x 

1

x<X%x = senx
cosx

por

senx
por cosx

<1 (6) senx <J.

♦ Con (5), (6) y (7) se obtiene: l- -¿ < c o sx < -^ ^ < l  .

♦ La desigualdad (8), también, se cumple para —y < x < 0

.(7)

(8)
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En (8) aplicar el teorema del encaje, a las desigualdades:

l - 4 r < .C 0 5 X < l  c o sx< ^ 2 £ < 12 x

l im íl—¿ ) <  lim(cosx)< lim(l) lim (cosx)< lim ( ~ ^ ) < lim (1)
x-»0' ¿ '  x-»0 x-*0 x-*0 x-+0' * '  x~*0

l<Hm (cosx)<l K l i m ( ^ ) < l

U
lim(cosx) = 1 l im te V = l
t-*° r-^nv * /x-*0

♦ De manera similar, para 0 < x < £  y - y <  x<0
Se cumplen: 0<senx<x a  0<sen(-x)<-x
Lo que es equivalente a: 0 < |senx| < |x|
Hallar lim : lim (0) < lim |senx| < lim |x| 

x->0 x-*0 x->0 jc-*0

♦ Conclusión; lim senx = 0 
x-*0 '

LIMITE DE UNASUMA, DE UN PRODUCTO Y DE UN COCIENTE

TEOREMA 6 Sean A c  IR, x0 punto de Cumulación de A y f , g : A -> IR.

Si lim /(x )  = ¿ a  lim g(x) = m entonces:
X-*Xq X-+Xq

1) lim t f + g Xx ) =  Lim f (x)+  lim g(x) = L+m
X -+ X q X-+XQ X -+ X q

2) lim (/gX *)= [ i™ /(* )][  lim g(x)] = lm
X*+X q X -+ X q X -+ X q

3) Si m * 0 , entonces limT — 1 (x) = J-
x-*jtoL *J m

DEMOSTRACIÓN DE (1)

Pañi todo f  >0 debemos demostrar que 3 S > 0, tal que: |( /+ g X * )- ( l+BI)l < £ siem
pre que x e A  a  0<  |x -x q | <  S .
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1) Por propiedad trianular se tiene:

‘ i ( / + « x * ) - o + « ) i= |( / ( * H ) + (* (* )-« )!¿ i / w - i i  ................. (*)

2) Por hipótesis tenemos:
a) Si lim f ( x )  = 1 =x> Dado ^  >0, 3 ^ / |/ (x ) - l | < ¿i siempre que:

X-+XQ
x e A  a  0  <  \ x - x0\ <  Si

b) Si lim g{x) = m => Dado s2 >0, 3S2/\g(x)-m\ < s2 siempre que:
X-+XQ

x e A  a  0 <  | x — jc0 | <

3) Como s¡ y s2 son arbitrarios, entonces: haciendo ¿i =-§, = f  y escogiendo 
<J = mín{<^,<^ } podemos “acotar” en el paso (1*) del siguiente modo:

l ( /  + gX*) -  (1 + ff»)| < |/(x ) - 1| + |g(x) -  » | < |  + f  = í  

Siempre que x e A a  0< | x - x 0 | <8

DEMOSTRACIÓN DE (2)

Dado e > 0 debo demostrar que existe S > 0 tal que
xe-A a  0 < |x -* o l< ¿  implica < *•

1) De: IO!gX*)-M. = l / (* )f(* )“ í(*)l+g(*)l-iml Sumary restar g(x)l

= I ^ X / ( f ) - i ) + i ( f W - m ) |

á |g(xX/(x)-l)| + |l(g(x)-m)i......... Prqj. triangular.

  (*)

2) Debemos acotar los témiinos: |g(x)|, | / ( x ) - l | ,  |1| y |g(x)-m| de tal modo que se 
cumpla la proposición: \fg -  lm| < s .

Veamos:
a) Si lim g(x) = m => dado > 0, 3 ^ >0 tal que x eA  a  0<|x^xo|<<5j

X->Xq

implica que |g(x)-m| < £ .
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Como esta proposición es verdadero para todo £j > 0 , en particular será verdadero 
para ¿i = 1. Luego:

|g ( x ) - m |< l  => |g ( x ) | - |w |< |g ( x ) - w |< l

. = > Ig(*)l ~ M  < 1. Pues |g - m |2 |g( - M  

=> lg (* ) l< M  + l  ................        (2)

b) Ahora, la cota de | / ( x ) - l |  podemos hallar en función de (|m| + 1)
Veamos:

3S2 > 0 , tal qué (ii)

Siempreque: xeA  a  0<  | x ~ x 0 | <S2

c) Además: ; <111 + 1 (iii) V l e  JR

Ahora, la cota de lg(x)-/w | podemos hallar en función de (|1| + 1) ,  afirmando que: 

existe un , tal que \g(x)-m\  <................... . ........................  (iv)

Siempre que: A a  0 < \x -  x01< S2 .

3) Podemos concluir, afirmando que si escogemos S = vam{Si,S2,Sy) y acotando el tér
mino en (!■*) por las cotas de i, ii, iii y iv ; que:

|g(*)ll/(*)-l| + |ljlg(*)-w| s (M  + ^ ¿(Th + í ) g + d1l + lh~(|i|+T)£ = g 

Siempreque xeA  a  0<  |x - % | <¿L.

DEMOSTRACIÓN DE 3)
Dado £ > 0 ,  debo demostrar que 3<5>0,  tal que: M s i e m p r e  que

xeD±  a  0 < | x ~ x 0 | < ^
g

1) Se tiene:

I 1 1
g (x ) m

tn -  g (x )  
mg(x)

J L ^ _ |g(x )- OT| ......... (i*)
M lgM I N lg (x ) |,sv
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2) Ahora debemos acotar las fondones: y \g(x)-m\ . Es decir, debemos hallar las

cotas M > 0 y K  > 0, tal que: < M a |g ( x ) - /w | < K

Por hipótesis tenemos:

Sí lim g(x) = m => dado S\ > 0, 3^  > 0 tal que para:
X~+Xq

x e A  a  0<)x — x q J < Si => \g(x)-m\ < S i     (2*)

Para acotar la fondón hagamos e\ = -y* en (2*), entonces tendremos que: 

|g(x)-/B| < ^ ,  m * 0.

••••••     Propiedad: \a-b\  =|2>~a|

Pero: \m\ - | g(x)| < |m -g(jc)|< J y ....................... Propiedad: |a| - 16|<\a-b\

Entonces: |/w| — Ig’(x)!

\m\Multiplicar por-1: => -\m\ + |g(x)| >

Invertir: |g(*)l > ^  < ¿ j ......   (B)

3) En consecuencia, volviendo al paso (1*) y acotando según (B) tendremos:

N  Í i ^ l^(;í)_,w|^  M     (3*)

l/wl 24) Retomando al paso (2*) podemos elegir adecuadamente que para todo: e2 =l j - e ,

\ttl\2s > 0 existe un S2 > 0; tal que: |g(x)-m\ < = ¿2

Siempre que: xe A  a  0 < | x - x0 | < # 2
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5) Por tanto, si nuevamente acotamos en el paso (3*), tendremos:

T~rT~TT < r 7 v~7 Ti < 7̂ 7 7̂ 7 = £ ó sea que:

Siempre que: xg D± a 0 < | jc—jc0 | < <5
g

Siendo: <? = mín{<Si,<%}

LIMITE DE UNA COMPOSICIÓN DE FUNCIONES

1 1
g(x) m <£

TEOREMA 7 Si lim /(* )  = !, a  lim g ( t ) - x 0 .
-  •" /~>/0
Si íq es punto de acumulación del D / 0g a  Si 3 un número c> 0 , tal que, g(t)*x§ 
siempre que 0 < |/ -  tQ1 < c entonces: lim ( / ° g)  (t) = lim = L

t-*lQ t~*lQ

f o g

Demostración:

1) Como lim f(x)  = L , entonces para todo £ > 0  3 un ^  > O, tal que

(i) \ f (x)-L\  < s  siempre que x e D f  a  0< |x -x 0|< ^

        0 i )2) Pero si x e Dy => 3 un t e Dg , tal que, x = g(t)
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3) Ahora podemos reemplazar (ii) en (i):

4) Por hipótesis tenemos:

Si hm g(0  = *o> eE 
*-**o

t e D g a  0 < |r-fo l< c .

Si hm g(0  = *o> entooes 3  u n > 0; tÜque: |g (0 “ *ol < siempre que 
t-*b

{ 8\ = S\ , pesque £\ es arbitrario
. Se tiene en (iii).

8 = mín{C*Ó2}

6) |g(jc) -  x01 < Si siempre que: / € Dg a  0 < \t - 101 < S

7) Combinando las relaciones de 5) con 6) se tiene: \ f (g(t))-L\  < s 
Siempre que t e D g a  g(#)cDy a  0 < |/~ /o l< ^

Esto implica que: lim ( / °g){/) =
*->*0

TEOREM AS Sean A c J ? , xq un punió de acumulación de A, f , g:A-+ IR. Si
lim /(* )» £  y lim g(x) = M con L<M  entonces existe £> 0  tal

X ~ X q X ~ X q

Demostración:

Como L <M => M - L  >0 .
M- LBasta tomar e = - 

L+e = ~ í -  = M - e .

entonces se cumple

Existe <5 > 0 tal que:
x e A  a  0 <  |x ~~Xq| <  8 => f (x)e{L*-€,L + s)

L+My g(x) € ( M -  €9M + s ) , donde /(* )  < —r— < g(x)
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COROLARI01. Si iim /(x )  = I > 0 , entonces existe £ > 0  tal que x e A ,
Xr+XQ

-0 <|x-x^.| <5  => ^ (x )> 0 .

Demostración:
*+a ínmor c — _Como I  > 0, basta tomar ff = -

COROLARIO 2. Si f ( x ) < g ( x ) , V x e A ,  x * x 0 y lim f ( x )  = L,  lim g(x) = M  en-
X-*Xq X->Xq

tonces L<.M.

TEOREMA 9 1 Sea A a  IR, f : A - > M ,  *0 punto de acumulación de A. Para qué
lim /(* ) = £ ,  es necesario y suficiente que se tenga lim /(*„) = £

• "-*00
para toda sucesión de puntos xn e  A - { x q } ,  tal que lim x „ = x q .
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FUNCIONES 
CONTINUaS

□  4.0 INTRODUCCIÓN
Para investigar la continuidad de una función en el punto x0 , se requiere sabeT sólo dos
cosas: Io que x0 pertenezca al dominio de la función/y

2o que / (x0) sea igual al límite de/en x0 .

La existencia del límite de/en  x0 es resultado de la existencia de los límites laterales 
en xq y que dichos límites laterales sean iguales.

□  4.1 LÍMITES laterales

LÍMITE LATERAL POR LA DERECHA

Definición: Dada una función f : D f - > J R , si “ x0” es punto de acumulación de
Dj  n (x 0 ,oo); entonces:

El límite de/ cuando x tiende a “ x0 ” por la derecha es “L” s.s.s. para todo e > 0, existe un 
£ > 0 , talque, |/(x ) -L | < s siempre que xeDj-  a  0 < x - x 0 < S .

SIMBOLIZACIÓN DE LA DEFINICIÓN
* .*

lim f ( x )  = L <=> (Vé’>0)(3<5>0) tal que:
X-+X0 - i

' x e D f  a  0 < x -X q < < 5  => | / ( x ) - L | < e

LÍMITE LATERAL POR LA IZQUIERDA
Definición: Dada la función si “ x0 ” es punto de acumulación de

Df  n  <-oo,x0) ; entonces:
El límite de /  cuando x tiende hacia “ x0 ” por la izquierda es “L” s.s.s. para todo e > 0, 
existe un S > 0 , tal que:\ f ( x) -L\  <s  siempre que: x&Df  a  0 < x q - x < S

SIMBOLIZACIÓN DE LA DEFINICIÓN 
lim f ( x )  = L <=> (V e > 0) (3 5 > 0) tal que:

x z D f  a  0 <xq —x<8  => \ m - L \  < £

— 179 —
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ILUSTRACIÓN GRAFICA DE LIMITE LATERAL

Ejemplo 1. Aclaremos a existencia de los límites laterales eligiendo el siguiente ejemplo. 
Sea la función / (x) definida del siguiente modo.
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Mirando la gráfica de f(x)  y luego la regla de correspondencia de f  hallemos los lími
tes laterales eh los puntos: -5 , -3  y 3.

a) Mirando la gráfica, en el punto x = -5 ,  obtenemos: el límite de la función / ( x )  por la 
izquierda de x = -5 ,  es - 2.

•  Ahora mirando la regla de correspondencia de / ( x ) , obtenemos:

lim / ( x )  = lim [ - 2] = -2  
x->-5+ *->-5
x<-5 ■ '

b) Mirando la gráfica, en el punto jc = -5 ,  el límite de f(x)  por la derécha de jc = -5 ,  es 7.

• Ahora, mirando la regla de correspondencia de / ( jc) obtenemos:

lim / ( x )  = lim [-3* -  8] = -3 (-5 ) -  8 = 7
jc->-5+ x-*5 , .
x>-5

En x  = -3

c) Mirando la gráfica: el límite por la izquierda de x = -3  es 1.

•  Mirando la regla de correspondencia de f  (x) , tenemos:

lim / ( jc)=  lim (~ 3x -8 ) = ~ 3 (-3 )-8  = l 
jc->-3“ x->-3
x<-3

d) Mirando la gráfica: el límite de / ( x )  por la derecha de -3  es 1.

• Mirando la regla de correspondencia de / ( x ) , se tiene:

lim f (x)  = lim f - i ( x - 1)2 + 5 ] = - { ( - 3  - 1)2 +5 = 1
jc->-3+ ^->~3L 4 J
x>-3

En x = 3

e) Mirando la gráfica de / ( x ) , el límite de / ( x )  por la izquierda de x = 3, es 4.
• Ahora, observe la regla de correspondencia de / ( x ) :
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lim / ( * ) «  lim f —j ( x - l )2 + 5 l = —4 ( 3 - l )2 + 5 = 4  
x->y *->3L 4 J
x<3

f) Mirando la gráfica de / ( x ) , el lfr^ite-de / (x) por la derecha de x = 3, no existe, por
que / ( x) se aleja -foo .

• Ahora, hagamos el cálculo en la regla de correspondencia de /  ( x ) :

im / ( * )  = lim [ - ^ + 6
x -> 3 + '- J

lim
x -+ 3  
x> 3 '  
x - 3 > 0

= « 3=3) +6 = +co + 6 = +co

TEOREMA DE LA UNICIDAD DEL LÍMITE Una función no puede tender a dos límites di-
ferentes en un punto x0 .

Es decir, sí lim / ( x )  = ¿  a  lim / ( x )  = M L = M
X̂ >Xq X->Xq

Se lee “si el límite por la derecha de x0 existe y el límite por la izquierda de x0 existe, y 
son iguales, afirmamos que existe el límite en x0 ”

Ejemplo 2. • Dada la función / (x) = , x *2

¿existe lim / ( x ) ?  
x~>2

Respuesta.- a) lim f(x)  -  lim - -y - = 1 <
*-»2+ x>2 X 

x - 2 > 0

b) lim / ( * ) =  lim =
x->2~ x<2 x

x - 2 < 0

Los límites late
rales existen y 
son diferentes, 
por tanto, no 
existe límite en 
x = 2.
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Ejemplo 3. Sea la función f : M —»■ IR definido por:

VEAMOS:

LÍMITES LATERALES EN x 0 =  - 2

0  lim /(* )  = lim (-•
x->-2+ X-+--2 ' i /

x > - 2

= - | ( - 2 ) - I  = 3

m =

1 , x = -2

“ ( x  +  2 )  + 3  , x < - 2

, - 2 < x d  

^ • ( x - 2 ) 2 +  2  , x > l  

- 1  , x  =  l

En /(x ) ,  estudiaremos si existe límite en 
xq = -2  y en jq = 1.

LÍMITES LATERALES EN jq  =  1

/) lim /(x )  = lim ( t(x  - 2 )2 + 2 ) 
*->l+ 4 /

//) lim /(x )=  lim (--Wx + 2)2 +3)
x-> -2 ' 4 /
x < - 2

=0+3=3

Por tanto, existe límite en: x0 = -2

Porque los límites laterales en -2 existen y 
son iguales, afirmamos que existe límite en 
- 2 .

*>i

= 7 + 2 = !  4 4

ii) lim f  (x) = l i m ( - |x - | )  = -2- vi- r—vi' 3 >/JC-*1 Jt-*1V
X<1

En consecuencia, no existe limite en: = 1

Porque, los límites laterales existen y son di
ferentes, afirmamos que no existe límite en 
1.

□  4.2 FUNCIONES CONTINUAS
La idea de función continua es un tema central de la topología (estudio de las propieda

des intrínsecas de las configuraciones espaciales). Si una función /  : /  -» R  es una curva o 
una recta que no se rompe ̂ en ningún punto de /, diremos que / es continua en I. Si se rompe 
en un punto x0 e / ,  diremos que / es discontinua en x0 .
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Definición I La función f  .Dj- IR es continua en el punto x0 , con x0 e D f , sí y 
sólo sí para todo s  > 0 , existe ub S  > 0 , tal que:

*€£>/ a implica

DEFINICIÓN SIMBÓLICA----------- :----- r —— -----— — ------------------- -----------

La función/ es continua en fif=* (V£ > Q)£¡é >t)) , tai que:

x e D f  a  < é  »  , t / ( * ) - / ( x 0 ) l  <  £ .

Definición 2 La fuación / :  « /  s coatiMta en el pútjjp fgp € Oj  sí, y sólo sí se
cumplen las 3 «ondfeSáMJM^s^jrtes:

Io) x0 e£>/
1) Sí / ( jíq) Existe Esto quiere decir dos cosas

2°) /(Jfe)eií-:

2) Sí

3) Sí

lim f ( x )  Existe
X-^Xq

Esdeeir liat /<x) = «m_ /(* )
X - > X qX-*4

lim /(* )  = /(*<))X->Xq
E*to quiere decir que / (x0) coincide con el límite.

Sí una o más de estas tras condiciones no se cumplen para x0 , entonces se dice que 
/ ( je) es DISCONTINUA «N Xq .
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IDEA INTUITIVA DE LA CONTINUIDAD Y DISCONTINUIDAD: Decir que una función / : / - >  R  es 
continua en /, intuitivamente implica que el gráfico de la función es ininterrumpido. Es de
cir la función no tiene SALTOS o ROTURAS en ningún punto de su dominio. Ver fig. 1.
Decir que una función es discontinua en un punto x $ e D f ,  intuitivamente quiere decir, que
la gráfica de la función tiene un “salto” o “rotura” en x0 . Ver fig. 2

g(x) =

(x- 2)2 , x < 2

-x  + 2 , 2<jc<5 
-3 , x> 5

En este ejemplo, g(x) es continua en to
do su dominio: Dom(g) = IR

por:

/(*)=<
'i* i. i*i * i

x2 -1  , |x| >1

En este ejemplo, f ( x )  es discontinua en: 

x = -1  y x = l

□  4.3 PROPOSICIONES BÁSICAS PARA IDENTIFICAR FÁCILMENTE 
LA CONTINUIDAD O DISCONTINUIDAD DE UNA FUNCIÓN.

Todas las funciones polinómicas de grado n. 

f  (x) -  bnxn +bn_]Xn+l + ... + b[x -f ¿o, bn * 0; son continuas en todo
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PBQP0SK1ÓN2 P(x)Las funciones racionales f ( x )  = —-~ son discontinuas en los valores■ w  Q(x)
-reales de x que anulan el denominador.

Esto es, f  (x) = es discontinua en todo x e M , tal que, Q{x) = 0.

Ejemplos relativos a la proposición 1.

/(* )  = 5 Es continua en todo x e R
f (x )  = 2x+5

f ( x ) ~ 4 x  -2x+3  

/< *} = x3 - 2

Es continua en todo xeIR  

Es continua en todo x e  IR 

Es continua en todo x e  IR

f ( x )  = bnxn +bn^\xn 1 + ... + 6¡x + ¿q Es continua en todo x e  IR

Ejemplos relativos a la proposición 2.

f { x ) - ^  es ‘discontinua en x = 0; porque /  no está definido e n “0”. Además
lim /  ==+oo y lim /  = -oo. 

x-±x+ x-*(T
x>0- x<0

/(* )  = ” “[ es discontinúa, en x = - l ; porque /  no está definida en -L  Además

lim /  = +oo y lim /  = - oo .
x-+ -\+ x->-\~

' 2 ' ' ! 
f ( x )  ~ex+2 es discontinua en x = - 2 , porque /  no está definida en - 2 . Además

lim /  = +oo y lim /  = 0 .
x -» -2+ x -» -2“

/(* )=
x2 - 4
x - 2

x * 2  En este caso/ está definido én 2, porque /(2 )  = 0. Pero no es
continua en 2, porque lim /  = 4 y 2) = 0, son diferentes. 

0 , x = 2 x->2

f  (x) = es discontinua en x = ±3, porque y no esta aefinida en jc = 3 y no está de-
x -9

finido en x = -3 .

es discontinuo en x = 0 ; porque /  no está definida en x = 0 .
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Nota: Estudiar la continuidad de una función / ( jc)  en un punto x0 tiene objeto,
sólo cuando / ( jc)  está definido en x 0 .

□  4.4 PROBLEMAS RELATIVOS A LÍMITES LATERALES

4.4.1. FUNCIONES ALGEBRAICAS
En cada una de las siguientes funciones estudiar los límites laterales en cada uno de los pun
tos frontera .de su dominio.

í -x  + 2 , x>2
l) / « =  ,

[ ( x - 2 )  , x < 2

En esta función, nos interesa estudiar en jc = 2.

Veamos:

a) lim /(* )  -  lim (~x+ 2) = ~2 + 2 = 0
v  v i +  j c — > 2

b) lim /(* )  = lim (x -2 )2 = (2 -2 )2 =0
jc->2“ x->2

x<2

Como los límites laterales en x = 2 existen y 

son iguales, afirmamos que “existe límite de 

f(x)  en jc = 2 y se escribe lim /(* )=  O ”.
x-+2

9
[ 2 , jc< 2

En esta función nos interesa estudiar límites laterales en x = 2.
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Veamos:
a) Límite por la derecha de x = 2 :

Un número por la derecha de 2 ca¿en el intervalo x > 2, por lo tanto:

lim/ g(x) = lim (x3 - 1) = 23 -1  = 7
x>2 i .

b) Límite por la izquierda de x = 2:
Un número por la izquierda de 2 cae en el intervalo x < 2, por lo tanto:

lim g(x) = lim (2) = 2 . En este caso afirmamos: los límites laterales existen y son 
x~*2 X¡c<2 diferentes y por tanto, no existe límite en x = 2 .

f x ,-5 < x < 0
3) ■/(*)= , . ■

i x ’

Én esta función interesa ju d ia r  lími
tes laterales en x = 0 , x = - 5 , x = 2 .

a) Límite por la derecha de “0W:
Un número por la derecha de “0” cae en el intervalo 0 < x < 2 , por lo tanto:

*>0

En consecuencia no existe límite por la derecha de “0”, porque +<*> no es número real.
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b) Límite por la izquierda de “0”:

Un número por la izquierda de “0” cae en el intervalo -5 < x < 0, luego: 

lim / (x) = lim (x) = 0 , este resultado indica que existe límite por la izquierda de “0”.
x-»0
x<0

Sin embargo, / (x) no tiene límite en x = 0 .

c) Limite por la derecha de a5w:

lim /(* )=  lim (x) = -5 , este resultado indica que existe limite por la derecha de 5.
x->^5+ x>-5

d) Límite por la izquierda de “2”:

lim f{x)  = lim /  = lim -  = ~ , este resultado indica que existe límite por la izquierda
—>2”

de 2 .
x—>2~ -x<2 x-+2x 2

4) g(*) = <

x+5 , x<2 

- J X + & , 2 < x < 4

± x 2 - 2 x + 2  , x > 4

En g(x) estudiaremos límites laterales en x0 = 2 y xj =4. 

á) Límites laterales en Xq = 2:

i) lim g(x)= lim (--fx + ^ ) = ̂ + ^  = |
x - + 2 +  x - + 2 '  3  V  3  5

 ̂ . X>2 y •

ií) lim g(x) = lim (x+5) = 2 + 5 = 7
x - > 2 ~  x - * 2

x < 2

Luego g(x) no tiene límite en x0 = 2 ; porque los límites laterales en 2 existen pero son 
diferentes,

b) Límites laterales en jcj = 4:

i) lim g(x) = lim ( j x 2 -  2x + 2 ) = -2  
x->4+ x-+4\ 4 7

x>2
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ii) lim g(x) = lim ( - 4 * + =  -2  
x-»4~ r^ iK 'x-»4v

x<4

En consecuencia existe limite en xi’=4, porque los límites laterales en 4 existen y son 
iguales.

4.4.2 LÍMITES LATERALES EN FUNCIONES CON VALOR ABSOLUTO.

5) Sea la función f ( x )  = ]-~ 9 x * 0. Estudiar los límites laterales en x = 0 . 

Solución:

Voy a resolver éste ejercicio de dos maneras, 

l er. Método: Definiendo el valor absoluto.

Veamos:

/ « =

-  , * > 0
X

=* , X < 0
X

1 , x > 0

-1  , x < 0

Ahora, ya podemos calcular límites laterales en x = 0.

/) lim /(x )=  lim(l) = l
x-+0+ X-+0x>0

ii) lim /(* )=  lim ( - 1) = -1
x->o -  x-+o

x<0 *
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Por lo tanto, no existe límite en x = 0.

SUGERENCIA: El mejor método para estudiar funciones con valor absoluto, es 
definiendo el valor absoluto.

2do. Método: Sin definir el valor absoluto
Límites laterales en x = 0

Sabemos que:
Un número a la derecha de “0” es X = 0 + £

Un número a la izquierda de “0” es JC = 0 -£

Donde (épsilon) es uri número real positivo muy pequeño que tiende hacia cero: s  -» 0 , 
s > 0 . i

Por lo tanto: i) lim
x-»0+ * -.*-*0 0 + £ = lim ¿  = 1

£•-*0*

ii) lim ^  = lim ijj-Ü = lim - - 1  
* - > 0 _  *  £ - > 0  ° - £  £ - > 0 - f

6) Sea la función g(x) = Y \̂x\ cuy° dominio es:

xeD<8 x e  JR-{ 1 -  \x\ = 0} 

x e  ÜR- { - 1,1}

*<0

Resolviendo:
1 - 1*|=0 <=> |x|=l

<= JC =  1 V  X =  — 1..

x>0

-1 0 1
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En esta función debemos estudiar límites laterales en x = - l ,  x = 0 , ' í  = 1.
Antes de calcular límites laterales, se debe definir el valor absoluto que aparece en la 
función g(x).
Así:

, si x > 0 , x * l 
2 «  g<*)=<

1 — X

f SÍ X < 0 , X*~l1 + X 7 9

' y
, 0 < X < 1  V ' X > 11 — X

-¡-f- , x < - l  v - l < x < 0  1 + x ’

Límites laterales en x = - l :

0 lim g(x) = J™1 y+x = ̂  =
X-+-1 X -* -l

= +00

X>-1
x+l>0

ií) lim g(x)= lim - ¿ -  = -2- = - 
x->-r *->-! 1+*

X<-1
x+l<0

Límites laterales en x  = 1:

o lim g(x) = lim -r27  = 4 r = -o°
*_>!+ / x->l

X>1 
x -l>0 

/ l-x <0

ií) lim g(x) -  lim -z*  =
x -> r  *->l 4 * +u

X«1
x-l<0
l-x>0

Límites laterales en x  = O:

O lim g(x) = lim -r^- = 2
*-»0+ *>o*

ií) lim g(x) = lim t~z = 2
x-»0 x<0 1 -
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lx2 ~ 5x *4* 617) Dada la función / (x) = - , x * 2 averiguar en que puntos conviene calcular

los límites laterales:

Solución:

Definir el valor absoluto:

x2 - 5 x + 5  . 2 í- 'A ' ---- -x— , si x -5x  + 6>0
jc- 2  •

- ( jc2 - 5 x + 6 ) . 2
x-2 , si x -5 x  + 6<0

/ « =

f (jc- 2 ) ( jc- 3 )  
(* -2) 

-(s-2)(s-3)
( jc - 2 )

, si (jc-2X *-3)£0 

, si ( jc — 2)(jc — 3) < 0

/(* )  = «
x -3  , si x(-oo,2) u [ 3 ,+oo) 

- (x -3 )  , si x€<2,3)

Ahora podemos ver claramente los puntos donde debemos calcular límites laterales. Dichos 
puntos son: x = 2 , x = 3.

Límites laterales en x^=2 :

7) lim /(* )=  lim [-(x-3)] = -(2 -3 )  = 1
■ j c - » 2 +  ' * - * 2  i

- jc>2 -  V

7/) lim f  (x) = lim (x-3)  = 2 -3  = -1 *-
j c - * 2 ~  x - ± 2

x < 2  .

7  lim /
*->2

Límites laterales en x  = 3:

0 lim /(x )  = lim (x -  3) = 3 -3  = 0
jc->3+ x->3

jc>3

n) lim /(x )  = lim [ - (x-3)] = - (3 -3 ) -0  
x - > 3 ~  *-*3

jc<3
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Por lo tanto, existe límite en x = 3 y se

escribe lim /(x )  = 0 . 
jc->3

8) Dada la función /(x )  = || j _  ̂  , x *  j .  

Diga usted si existe o no límite en x = - | .= |.Grafique /(x )

9) Dada la función / (x) =  x * -3 .
x + 3

¿Existe límite en x = -3? Grafique / (x) .

10) Sea la función / (x) = lEHl ? x ^  o . Hallar los límites laterales 

Solución:

en x = 0 .

►lución:
Un número a la derecha de “0”
^  Isenxl

’ es x = 0 +£, donde

Entonces:

S  >  0 ,  f  - 4  0  .

Um N M J lim« ± £ ) i  
*->0+ 1 . * ^ 0  0+*

= lim l5E£Í= iim £E£ = i 
£->0 £ £-±0 X

Jn número a la izquierda de “0” es x = 0 -  €, donde s  > 0, e —> 0 

intonces: lim = lim ÜSfSbfíl
^ 0- * £-*0 o~e

= lim M(Z£)I = lim hüD£l = iim ÜÜ£
f -»0 s . s-*0 E f ->0 e

sene .= -  lim = -1
s^O e
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Í -se n f  = senf
.

sen(-f) = -senf
Por lo tanto, no existe límite en x = 0.

NOTA:

Hay funciones que parecerían que tiene límite, pero que al estudiarlas cuidadosamen
te por medio de los límites laterales, sucede que dicho límite no existe.

Veamos el siguiente ejercicio:

notv muaiv v/n — v ,-vu iu ivuiviyu j  ^

Solución:

11) ¿Existe límite en x = 0, en la función /(x )  = ?

x .. " ■ N J l - c o s (0 + f)  J \-c o se  .. J l - c o s f
a) lim /(x )  = lim JL— 77T—r^ =  i™ -------- = 1™ -x—7 « sfín i u + i  ̂ sf*n

* .. , Jl-COS£ .. 1 1= lim *"j -7-  i -  = lim = -4=
^-»Q V1 -  cosí <Jl + cosf f  ->o V1 + cosf 72

b) lim / (x)= lim V1 =  lim —- ~ ^ J ) - = lim COS£

*->(T í -+0 sen(O-fi) . sen(-f) ^  -senf

. .  J l  -  COSÍ* i= lim   -y —  , i 'i  ~ -=—tf-
g ->jQ -y  1— eos £ + 008 f  72

En consecuencia, /(x )  no tiene límite en x = 0.

12) Sea g(x) = á^ i , x * 0 .

Evaluar lim g y lim g.
*-»0+ jĉ »0~\
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13) Dada la función /(jc) = - - J— , x*  0. 

Evaluar: lim f(x)  y lim f(x)
x-»0+ x-*0+

Solución:

En primer lugar, debo definir |x |:

x-x
X

x-( -x)

, si jc>0 

, si x < 0
/(*)■=

0 , si x > 0 
2 , si x < 0

Luego: a) lim / ( jc)*  lim (0) = 0 —
- *->0+ x-*0

x>0

b) lim /(* )=  lim (2) = 2 — 
x->,q- *-»o

x<o

X  lim / ( jc)X-*M)

El gráfico es:

. r * ' ’2 i~y=o

0

14) ' Sí / (jc) = i  Jc  ̂0. Hallar lim /  a lim /
,x 5|JC| x-»0+ x-*0~

Solución: 2 y i .

f x - 2 K  , x>0
>*>

Hallar los valores de K y A, si se sabe que lim f ( x ) = 4 , lim f (x)  = -
x-»0+ x-*(T

Solución: K - - 2, A = |
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4.4.3 LÍMITES LATERALES EN LAS FUNCIONES MÁXIMO ENTERO Y SIGNO DE X

Cada vez que se tenga a la vista alguna función con máximo entero o signo de x, lo primero 
que el lector deberá pensar es: en definir el máximo entero y el signo de x.

Definición 1. La función Máximo entero, está definido por:
/(x )  = M  , x e  IR.

La notación: M  expresa un número entero k, siempre que k  < • < k + 1

Estoes: l x j - k k £ x < k + í  k e Z

16) Ejemplos:

1. [ l - 2xj = * <=> k < l - 2 x < k  + \ , k e Z  

■<x<^Y' > k e  Z

k S l - 2 l < k + \  , keZ,  , x#Q

3. -Jx- l xj  = j x - k  <=$ k £ x < k  + Y , x - k > 0

4. — i— = 1  I*-!] k k < x - l < k  + \ , k e Z  , k * 0
k+\<x<k

5. X =  X ■ 
x - E x l  x - k c=> k <x<k + \ , k e Z , x # k

6 . x -- 2x 
x - l x j  \x \-k k<x< k + 1 , k e  Z , | jc) * k

-^T- , k<xX<k+l' 9 x>0 , k e Z  , x * kx - k  ’ -

2x
-x-k , k < x <k  +l , x<0 , x e Z  , x=t-k
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Definición 2. La función signo de x, está definida por:

sgn(x) =

17) Ejemplos:

1. sen fl* |-l)  =

1

0

-1

Su gráfico es:

2 . sgnN -

i

0

- i

1

si x > 0 

si x = 0 

si x<0

1 , W - 1 > 0

=  . 0

OII1]*[

- 1 , W - K O  '

1 , JC <  —1 V X > 1

= • 0 , J t * - 1  V X =  1

- 1 , 1 <  X <  - 1

o... .. "O
y

!  X

4 - x
x - 2

4 - x
x - 2

4 - x

> 0  

=  0 

<0x - 2

2<x<4

1<
y • v

b ’ !x 
>-1

Sólo fines educativos - FreeLibros



Funciones Continuas

PROBLEMAS

18) Sí /(x )  = * - lx j  hallar lim f ( x )  y lim / ( j c ) , donde K e TL.
x->K+ \ x-+k~.

Solución:
a) lim ( j c - 1jcJ) = lim ( j c - K)  = K - K  = 0

x-+K+ x-*K
x>K

b) lim (jc-fjcl)= lim ( j c  -  (A T  -  í)) = üT -  (A T  - 1) = A T  -  A T  +1 = 1 
x->K~ x->K

x<K

x - l  , si \ <x<2  
x - 0  , si 0< jc< 1  
j c + 1  , si - 1 < j c < 0

19) Estudiar los límites laterales en la función g(x) = [2 -  5jcJ 
Solución:
En primer fugar, definamos la función g(jc) para 
cada número entero K.

Veamos:
g(x)  = 1 2  -  5 x |  =  K  <==> k ú 2 - 5 x < K  + \

< = >  * - 2 < - 5 j c < á :  +  1 - 2  

< = >  K - 2 < - 5 x < K - l  

-K  + 2 ^  -K  + l ;—> v-s.--------
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Como vemos la función g(x) = [2-5xJ no tiene límites en todos los puntos de la for-
-K + 1ma: , donde K e Z .

Pues lim [2--5x] = Jl lim [2 -5x ] = #  + 1
(-K +1\+ ( -K + l\~

^ ( — ) XA — )

20) Estudiar los límites laterales en la función / (x) = [2-3x1 -2 x  .

21) Estudiar los límites laterales en la función /(x )  = [1 -  2x1+Vx .

22) ¿Para qué valores reales en la función /(x )  = <Jx~lxJ, no existe límite?

Solución:
En primer lugar, debo definir la función [xj que aparece dentro de la raíz cuadrada para 
cada entero K.

Veamos:

/(x )  = V*~[x] =

y/x-2 , si 2 < x <3 

a / x - T  , si l < x < 2

a/ x - 0  , si 0 < x < 1 

^ /x -(-l) , si - l < x < 0

Los límites laterales para cada, K e Z ,  son:
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Como vemos, los límites laterales para cada K e Z  son diferentes. En consecuencia no 
existe límite para todo K e Z .

23) Estudiar los límites laterales en la función / ( jc)  = |^ j  

Veariios:

Io El dominiode/(x) = | i j  es JR - {¡>J*= 0}, donde: [ j c J  = 0 <=> 0<jc<1

^ - [ 0,1)
Donde:

, si - 2 <jc< -1  

-1  , si -1  ^ jc < 0 

1 , si 1 < x < 2 

j  , si 2£jc<3 

j  , si 3 < x < 4

2o Los límites laterales Son:

a) lim
x->K+ 
x> K  

K < x< K  + \

M = lim 4r= 4
x-*l K K

1

V4
Vi

-5 -4 -3 -2 -1t i i . .i ■'1
1 2 3 4 5 6

Vt

-1

b) lim i _ lim 1 1
xT k- M  xT k * - 1 K~l
x< K

K - l^ x < K

Donde: K e Z , con K * 0 y K * 1.

24) Estudiar los límites laterales en la función / ( jc)  =  —
[̂ jc]

Veamos:

1° Dominio d e / ( jc ) :  jt€D om (/) <=> x e  jR-{jc-[jc] = 0}
<=> x e ( R - Z )

Resolviendo la ecuación: jc -  [ j c J  = 0
* = M

i  ■
Donde: x ~ K  <=> k < x < K  + \ , K&Z
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2° Los límites iateraks son:

a) lim -—~ as Km - L -  = -L = +oó Si x > K ,  entonces [x j  = K
X -+ K+  X~ ÍX1 x - K
x>K 

K<x<K+1
*>j:

x-/:>o
porque K < x < K  + l => fx | = AT

b) ^ f c l = K™ - I ^ k i j “ i r ^ r i )  = l =1 ■ Si * < * , entonces
|x l = A--l porque

: . ÁT'-- i  s-.ip l

JC-+AT 
x<K 

K -H x< K

x->K~ 
x <K 

x-K <  0

3° La gráfica será:

/(* )  =

^  , si - l< r ,0  

^ , si 0 < x < l 

— , r < x < 2
X - l

- j - r  , si 2 < x < 3  jc-2 5

25) Estudiar los límites laterales en la función / (x) = [ x ] +yjx- [x ]

26) Estudiar los límites laterales en la función / (x) = [ x ] + | - x j

27) Estudiar los límites laterales en la función / (x) = yjx + lx j

28) Estudiar los límites laterales en la función / ( x )  = [x  -  2 J -  x

29) Estudiar los límites laterales en la función f(x)  = x -  [x ]

30) Estudiar los l&nites laterales en la función f(x)  = |x| -  [x j
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□  4.5 PROBLEMAS SOBRE CONTINUIDAD DE FUNCIONES

31) Determinar en qué puntos la función /(x )  es continúa o discontinua, si se sabe que:

/(* )  =

2x+3 , si x < l 
8 - 3x , si l< x < 2  

x+3 , si x £ 2

Solución:

Estudiemos ea x  = I :

1) / ( l )  = 2(l)+3 = 5e Bt

11) lim / (x )=  lim (8 -3x) = 8 -  3(1) = 5
*-*4+ • *-►**>l

lim /(x )  = lim(2*+3)«2(l)+3 = 5 
x-»l x-»lxcl

Entonces existe límite en x = 1.

iii) lim /(x )  = /<1) . Por lo tanto, f {x)  es continua en: x = 1

Estudiemos en je* 2:

i) / { 2 ) i=2+3 = 5€ IR

«■) lim f ( x )  — lim (x+3) = 2+3 = 5 
' x->2+

x>2 /

lia  /(x )  * lim (8-3x) *8-3(2) = 2
x-»2” x-*2

x<2

En consecuencia, no existe límite en x = 2, por lo tanto no hay continuidad en diche punto. 
Además,/escontinua en {-oo,2)u{2,+oo>.
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De manera similar, resolver los siguientes problemas:

• • •
32) Investigar la continuidad en la función: g(x) = 

Solución: g(x) es continua en x = ~ y todo J?..

, 0<x<-.  

-0 , x = |

y? - 8

34) / ( x ) H
x2 -sen l

0 9 x*2 , x#-2¡x*~ñ
x - 4

33) A(x) = 3 , x=2
5 , x = -2 

R. A es continua en x = 2,
lim /?(x) = +co, lim /*(#) fc ̂

i ( ± ) , x * §

o , x=*á
R. /e s  continúa en x =U.

• ■ •
^x-^5~lx% , l£ x < 2  

3 i x *2

^ - ^ ( f e r ) >* >2
Grafícar/ .
R. /  no es continua en x = 1, es contfc 

nuá en x = 2.

35) /(* )=

36) /(* )  =

2 - — , x<0
X ’ ..

2 , x = 0
5 - ~  , fly<x: W

3x2 -  8x + 4 ^ ~ r   , x>2x-2
R. / es continua en x = 2, 

no es continua en x = 0.

37)

/(*>»

+ 3-Jx ~ s& i(x -iy ,x  > i 

1 -,x==L

x - t -3

-5
-2>/-x-l -3

, - 2 < x < l

V*'=#í'2'
yX<~2

R. es continua en x = 1, x=~2. 
Graficár / ( x ) .

38) / í* )  =
| x | . ,  s i  fx| ¿  f •

;-X^ “ I ,  SÍ ¡X | <  t"

R. T4o es continúa en —t, no es Gowúmia 
en x = 1.

39) f(x)-
|x - l | , f x - l |<'2 

3 - i ( x - l f  , |x - l | > 2

¿Es / continua en: x = -1,1,3. Grafícar 
/(*>?

40) /(x ) .
, | x - 2 | ^ 2

( x - 2 y - 4 ,  |x-2},>2  

i ¿Es /  continua en x = 0 ? ¿en X = 4 ?
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41) Hallar el valor de K que hacen que la función /(x )  =

sea continua en todo xe  JR.

0 / (4 )  = 3(4) + 7 = 19

f 3x + 4 , x<4 
{Ax-1 , x >4

ii) Para que /(x )  sea continua en x = 4, debe cumplirse que los limites laterales en 
x = 4 sean iguales.

lim /(x )=  lim /(x )  
x-»4+ x->4~■ T  ̂ V,,, ,.v ^

lim (Kx - 1) -  lim (3x+7) 
x-*4 x~*4
x>4 x<4

A:(4)-l = 3(4)+7 
4A: — 1 = 12 + 7 <=> 4K = 20 c=> K = S

42) Hallar el valor de la constante K que hacen que la función:

/(* )  = <
Áx-1 , x<2

Kx , x > 2 sea continua en todo x €

Solución: £  = - ~

43) Hallar los válores de las constantes c y k que hacen que la función 
x , x < l

/(x )  = * dx + k , 1 < x < 4 sea continua en todo x e R .
- 2x , x ^ 4

Solución:
• ■ " ■ i ;;ii ¡ * • • . ■ ■ ■ ■  -  -

Como la función / (x) está definida en x = 1 y en x = 4, entonces los límites en x = 1 y en 
x = 4 deberán ser iguales.

. En x = 5 deberá cumplirse que:
En x = 1 deberá cumplirse que:

lim / 0 0 = lim /(x )
x-¥\+ x-+r

(1) . c(l)+* = l -

lim /(x )=  lim /(x ) 
x-*4+ v x->4~

(2). .:-2(4) = c(4)+¿
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Ahora resolvamos el sistema de ecuaciones (1) y (2):

(1) í c (1)+a:-=i por-i-+ í c + a: = i

(2) 1 -2(4) = C(4)+A: |4C+A: = -8
- C - K  = - \  
4C + Af = -8

3 C = -9
C = -3

Reemplazando (3) en (1): -3 + ̂  = 1 AC = 4

44) Hallar los valores de las constantes C y K  que hacen que la fimción:

x+2 C , x<- 2  
f  (x) = < 3Cx + K , - 2  < x < 1 sea continua en todo xe  IR.

3x—2K , x > l

Solución:
Como /(x )  está definida en x = 2 y en x = 1, entonces los límites laterales, tanto en -2 
como en 1 deberán ser iguales.

En x = -2 deberá cumplirse que:

lim /(x )=  lim /(x )
x->-2+ x-r-2-

3C (-2) + AT = -2 + 2C  .... 0 )

En x = 1 deberá cumplirse que:

lim /(x )=  lim /(x )  
X"+l̂  x->l“

3(1)-2a:=3C(1)+a: .. (2)

Ahora, resolvamos el sistema de ecuaciones (1) y (2):

(1) í 3C(-2)+K = -2+2C
(2) |  3(1)-2A: = 3C(1) + A:

-6C  + AT = -2+2C
3 - 2K  = 3C + K 

-ZC + K = -2
- 3 C - 3 A  = - 3  — >  Dividir por 3

[-8C + A: = -2 
- c - a: = - i ........(3)

-9C = -3

c = J -c  3 (4)

- a :  =  -  1+ i
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45) Determinar los valores de A y B para que la función: 

/(* )  =

- 2 senjc , jc< -~

/Isenjc + B , sea continua en todo x e IR.

cosjc , x> y  

Solución:
La función / (jc)  está definida en jc =  y x = , lo que falta es que los límites laterales
sean iguales:

En: x = f

lim /  (x) = lim f ( x )

A sen ( -  & j + B = -2 sen ( j

/í j^-sen-jj + 5  = -2j--sen-|-j 

- A + B = 2 ...... (1)

Ahora, resolvamos el sistema de ecuaciones:

En: x = j

lim+ f (x )=  lim / (x)

cos-| = Asen^ + B 

0 = A + B ....... (2)

A + B = 0 
- A + B = 2 

2B = 2 
B = 1

<*>
(2)

(3)

(3) en (1): - ¿ 4-1 = 2 => A = - \
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PROBLEMAS PROPUESTOS

II Supongamos que la gráfica de una fun
ción f ( x )  sea la siguiente. *

Sólo mirando la gráfica de la función 
/ O ) , hallar:

a) lim / (x)
4"

b) lim /(x )  
x->-4+

c) ¿Existe limite de / (x) en x = -4 .

d) ¿ /(x )  está definida en x -  -4 ?

e) lim /(x ) f) lim f ( x )
x —> —2 +

g) ¿existe lim /(* )?
x-»-2

h) ¿ / ( jc) definida en x = - 2 ?

i) lim f ( x )
x-±y~

j) lim jf(x) 
'x->3+

k) ¿  / ( jc)  está definido en x = 3 ?

1) lint /(* )
X-*+at>

R .: a) -4 ; b) -4 ; c) Si, porque los lími
tes laterales existen y son iguales, se es
cribe lim / ( jc)  = 4 ; d) Si, porque 

x - » - 4

/ ( -4 )  = -2 ; e) -1, f) 2 ; g) No, porque 
los límites laterales existen, pero son di
ferentes; h) Si, porque / ( -2 )  = 1; i)+oo; 
j) -oo; k) No, porque x = 3 no tiene su 
pareja (imagen); 1) 2 .

12 Dada la siguiente función:

/(* )  =

-2x-12
-2

| ( x+4)2 -4

10
3 - x

- 4 t+2x -3

-6 < jc< -4  
jc =  -4

-4  < jc < -2 

jc =  - 2  

- 2  <x<3

x>3

haga todos los cálculos y responda todas 
las preguntas que se plantean en el pro
blema 1). *

Las respuestas son las mismas.

03 Calcular lim
X-»+oo

3

yj2x2 + 1 
3 * -5

R .:

04 Calcular lim { + 3x+l -x )
x-t+oo

R. : ¿
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05 Hallar lim (x+4x2.+ 2x)
X - + - C O

R: -1

06 lim [V3x2 +8x+6-V 3x2 +3x + 1]
JC—>4*00

R :  Ú

•7 Determinar las asíntotas horizontales y 
verticales de cada curva.

a) y = — y ■ jc + 4

b) >'=T-T-x2 +3x-10

c) y" V t r ;V* +1

R.: a) y = 1 , x = -4
b) x = 2 , x = -5
c) y = ±l

M Halle una fórmula para una función/ 
que satisfaga:

lim /(x )  = 0 , lim /(x )  = -oo,
x-»±oo x->0

/ ( 2)=0 , lim /(x )  = +oo ,
• *->3~

lim /(x )  = -oo 
x->3+

R.: (.2
x (x -  3)

• 4 x - l  r ,  N 4x2 +3*S t — < / ( x ) < — 5—

para todo x > 5 .

R.: 4

10 Explique por qué la función es disconti
nua en el punto dado. Bosqueje la gráfi
ca.

a) /(x )  = Ln|x-2| , x = 2

*
b) / W  = ̂ 7 f  , x = - !

c) /(* ) = 

x = 4

x2 -  2x -  8
x - 4 ,  SÍ X*4 

, si x = 4

R.: a) /(2 )  no está definido.
b) / ( - l )  no está definido.
c) lim / ( x ) * / (4 )  

jc~>4

11 La fuerza gravitacional ejercida por la 
Tierra sobre una masa unitaria a una dis
tancia r del centro del planeta es:

F(r) =
GMr
&
iM
J

, si r < R

, si rZR

donde M  es la masa de la Tierra, R su 
radio y G es la constante gravitacional. 
¿F es una función continua de rl

09 Determinar lim f(x)
X - + + C O

R.: Si porque lim F (r )  =
r-*R r
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12 ¿Para qué valores de x es continua/ ?

0 , si x es racional/
/(* )  = 1 , si x es irracional

R.: Ninguna.

13 D efin iciónLa pendiente de una recta 
que es tangente a la gráfica de una fun
ción /(jc) en un punto es el

límite lim .

Hallar la pendiente de la recta tangente 
en el punto que se indica, además, hallar 
la ecuación de la recta.

a) f ( x )  = l - 2 x - 3 x 2 , (-2,-7)

b) /(* )  = - f  , (1,1)

c) /<*>-■£ , ( - 2 , { )

<0 /<*) = *  . * - °

e) fXx^í——/■. r'iM1-r , x == 2^5-2*

f) /(x ) = l + x + x2 , x = a

14 VELOCIDAD
Supongamos que la función S = /(Ó  es 
el desplazamiento (distancia dirigible) 
de un objeto respecto al origen, en el 
instante “f \  La velocidad (ó velocidad 
instantánea) v(a) en el instante ̂  t  = a, 
es el siguiente límite:

v(a) = lim ^ a + h¡ z m

Problemas:

a) Se lanza una pelota hacia el aire con una 
velocidad de 40pies/s, su altura (en 
pies) después de t segundos se expresa
con:

/ ( 0  = 40 í-16r

Encuentre la velocidad cuando t = 2.

R.: -24 pies/seg.

b) La ecuación del movimiento:

5 = 4/3 + 6/ + 2

denota el desplazamiento (en metros) de 
una partícula qüe se mueve en línea re
cta.
En dicha expresión, t se mide en segun
dos. Encuentre la velocidad de la partí
cula en los instantes.

t - a  , f = í , f = 2 y / = 3

R.: 12a2 + 6  , 18 m/s
54 m/s , 114 m/s

Sólo fines educativos - FreeLibros



Funciones Continuas m m

□  4.6 DtSCONDNUIDADES

Sea / :A-> IR, Acz M,A = <kmmiodef.

Definición: Si x0 es un punto que pertenece al dominio de/en el cual/no es continua, en
tonces decimos que/ es discontinua en o que/tiene una discontinuidad en xQ.

Clases de discontinuidad:
Hay dos clases de discontinuidad:

I) Diremos que la función /  tiene una discontinuidad de PRIMERA CLASE en x$ e D f  si 
ocurre cualquiera de los dos casos: .

1* f{xo)eJR

Caso A < 2o Existen los límites en x0 y 
son diferentes, esto es:

lim /  * lim' +X -± X q X -> X q

Cuando ocurre éste caso, se dice que la función / (jc) tiene una DISCONTINUIDAD f in i

t a  en X = Xq .

En la función:

/ w =

x+l
4

0 ¿ x < 2  
x = 2

- U x - 2 ? + 6  , x>2

Se tiene:

1° /(2 ) = 4

2o lim f ( x )  = 6 , lim /(* )  = 3
x->2~

No existe límite en x = 2 . Por eso 
/  (x) no es continua en x = 2 .
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NOTA:
Decir que existen límites laterales, significa que los límites sean números reales.

Caso B
1 ° f (x0)e lR

2o lim /  5= lim /  a lim /  * /(* o )
X - ± X q X - > X q .X -> X q

En este caso la discontinuidad es e v it a b l e  (re- 
movible o salvable) y se consigue la c o n t in u i

dad  haciendo: / ( * o ) =  üm f (x) .
X~>Xq

Cuando ocurre este tipo de discontinuidad, se di

ce, que la función f(x)  tiene una DISCONTINUI

DAD DE PUNTO FALTANTE.

x¿ - 4
/ ( * ) *  i

x * 2

� , jc = 2

4 1
Para que / ( * )  sea continua se 
hace: / ( 2)=  l i m / = 4

II) Decimos que la función f tiene una discontinui

dad de SEGUNDA CLASE en xq € D f , si no exis

ten límites láterales en x0 .

Es decir: lim /  = ±oo v lim = ±qo
*->*0 Xr+X¡¡

Cuando ocurre éste caso, se dice también, que 

f{x)  tiene DISCONTINUIDAD INFINITA en

x = x0 .
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EJEMPLOS

(?) La función f (x)  = -

(2) La función /(x )  =

x ’ tiene discontinuidad finita en x = 1. Pruébelo. 
0 , x = l

tienediscontimdíiad evitable en x = 2. Pruébelo.
-3 , x » 2

(5) La función /(x )  = x - t , x * 2
tiene discontinuidad infinita en x = 2.  Pruébelo.

5 , x = 2

(4) La función /(x)«
*2-4 , x*±2

0 x _2  tiene discontinuidad infinita en 2 y -2. Pruébelo. 

3 , x » -2

(5) La función /(x )  = |x j  tiene discontinuidad finita en cada número entero. Pruébelo y 

grafique.

(ó) Dadas las funciones /(x )  = x - [ x |  y g{x)=-Jx-fx j. Se tiene que ambos f(x)  y 

g(x) son discontinuas en cada número entero. Son de discontinuidad finita. Los limi

tes laterales en cada número entero es 0 y 1 respectivamente. Graficarlos.

(7) Dada la función /(x )  = íx j + v x - |x í . Se tiene que f(x)  es continua en todo IR. 

Graficar/.

(§) Las funciones seno, coseno y la exponencial simple son funciones continuas en todo
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Porque las funciones seno y coseno son continuas en todo JR y son periódicas cte perio
do 2/r, se aplica en SERIES DE f o u r ie r ,  tema de gran importancia en matemáticas.
La función exponencial simple es continua en todo IR, es creciente en todo IR, es posi
tiva para todo x e M , es de clase C°° (todas sus derivadas son continuas).

PROBLEMAS PROPUESTOS^

Km /(x).
*->4

2) Dada / (x) = jT lwjc > hallar su dominio y los puntos de discontinuidad, Graficar.

3 ) Dada la función / ( j c )  =  0 . 0 8 ( | jcJ  +  1) , estudiar su discontinuidad y  graficar.

4) Dada la función /(* )  = [ ^  J + 0.0l( jc —12 |-fe] ) ,  estudiar su discontinuidad y grafi

car.

Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:

2 , si jc< 2  

jc — 1 , si 2<*< 3
3 , si jc = 3 

5 — jc ,  3 < j c < 4

, x > 4x - 4  ■ /

1) Sea la función: /(* )  =

a) Representar gráficamente.
túh Estudiar, la existencia de los límites: lim / ( jc)  , lim /(* ) ,

x-»2 x->3
c) Estudiar los puntos de discontinuidad y graficarlos.
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Determinar los valores de “x” para los cuales las siguientes funciones son discontinuas.

5) /(* )  = Rpta.: x = -2
x + 4x + 4 , .

6) /(x )  = ----- -------------  Rpta.: x= 1
(jc — 1) (jc - 4 x +  5)

7) =  - D o m ( / )  =  x € ( - o o , - l ] u < l ,+ o o >

x2 -  2x

. 3 e l x - 3

En x = 1 es discontinua.

8) — ~2—  Rpta.: x = 0
X - x z + x

9) /(x )  = l o g í ^ )  Rpta.: x = 0 ,x = 2
Dom(f) = < -oo, 0 > u  < 2,+oo)

10) /(x )  = log(2x-5) Rpta.: Dom{f) = x e  (5/2,+00)
Es discontinua en 5/2.

H) / ( * )= 7 7 7  ^  * =0

12) /(x )  = - ^ 4  X = 0

13) / ( x )  = o 3|  ■; Jípto: x = 0

1
14) /(x )  = e Jf Rpta.: x = 0

15) Sí /(x )  = y2^ y ^ ,  x * 2

¿Qué valor deberá asignarse a /(x )  para que /(x )  sea continua en x = 2 ?
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Análisis Matemático I

En los siguientes ejercicios estudie la continuidad de cada una de las funciones y diga a qué
clase de discontinuidad pertenece hallando previamente los puntos de discontinuidad. Si la 
discontinuidad es removible, dar la definición apropiada para ser continua. Graficar.

Demostración:

Del 1) Por hipótesis se tiene que / ( jc)  es continua en x0 , entonces lim f ( x )  = /(x 0)
■ * -■

2) g(jc) es continua en jc0 , entonces lim g(x) = (g(.Yo)•
*->*b

3) Sabemos que lim ( /  + gX*)= /(* )+  lim--g(x)
X-+XQ X-+XQ x - > x 0

4) Reemplazando (1) y (2) en (3) tenemos:

lim ( /  + sX*) = /(*o) + g(*o)

i 2-  7* + 12 ,
16) f ( x )  = \ x-3  ’

1 . x = 3

20) /(* )  = < * + 3 ’ •
1 , x = -3

x 2 +  x  -  6  , ~ — , jĉ -3

jc +  2 , - 3 < j c < - 2
lo) - x - 2 , ~ 2 < x < Q

x2 - 2 , 0 < x < 4 x = 3

TEOREMAS SOBRE CONTINUIDAD EN UN PUNTO

TEOREMA 3 Sean las funciones f , g : A - >  R

Sí las funciones / ( x) y g(jc) son continuas en jc0 e A , entonces:
I) ( /  + g) es continua en jc0 .

II) ( /  -  g) es continua en jc0 .
III) f g  es continua en jc0 .

IV) Sí g(jc0) * 0 , entonces ~  es continua en x0 .

= ( /  + g)(*o)> x 0 eD f+g 
Esto demuestra que /  + g es continua en x0 .
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Funciones Continuas

De ll Queda como ejercicio...

De III 5) Sabemos que: lim (/gX *)=T •^*)][" ^  ^ ^ 1
X->Xa : ‘ JLX~>Xp J

6) Reemplazando (1) y (2) en (5): lim (/gX *) = [/(*o)] [«(*&)]

Esto demuestra que/g es continua en xq .

lim f(x)
De IV 7) Sabemos que lim ( — )(x) = . por teorema del límite de un cócieneX->XQ \ g / lím g(x)

X-+XQ

8) P o r( 1 ) y (2): = i g ¿ ,  £ ( *< ,) *0

TEOREMA 4

CONfTINIJtDAD DE 1A COM DE DOS FUNCIONES

Sean las funciones g:A->JRy  f :B -> l R  donde g(A) <z B .

Si g es continua en xq e A y/ es continua en g(x0) € B , entonces /  og
es continua en xq .
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Análisis Matemático !

Demostración:
Dado arbitraliaineitfe £>  0, debo probar que existe ¿ > 0 tal que: 

x e Dj ag a \x^x6\ < S  implica, | ( / f  gX *)-(/°gX *b )l<  * •

Veamos:

1) Pero |( /o g X * > - ( /^

2) Por hipótesis, se tiene que:

a) /e s  continua en g(xo) , entonces 3 un á¡ > 0; tal que:

(*) l/(* )-/(g (* b ))l < £ siempre que y e D f  a 0< |y -g (xb )| <S¡

Como y e D j  => 3 x € , tal que: y -g(x)

resulta:Sustituyendo en (*}para y - g ( x )

3) l/(g (*»^ /(g (*o ))l < £ siempre que g(x)eDf  a  0 < |g(x)-g(xo)| < $
Afcorâ  el problema consiste ai “garantizar'’ si la desigualdad |g (x)-g(xo)| < áj es 
verdadero V x e Dg .
Veamos:

bj Por hipótesis tenemos que:
g  es continua en xq , entonces dado un €\ > 0, existe un ¿ > 0 , tal que:

4)

l^ (*)-g(^ó)l<írl siempre que x e D g a O < | x - x o | < í

Como S\ es arbitrario podemos hacer el y asi obtenemos que:

lár(*)_ á>(*o)l siempreque x e D g a 0 < | x - x q | < í

5) Combinando (3) y (4) se tiene que:

l/(g (* ))-/(g (* o ))l<ír siempreque x e D j og a O < | x - xo I <¿

Dfog={x / x e Dg A g(x) eDf )
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Funciones Continuas

TEOREMA 5 Sea tet función

. Supongamos que f  es continua en x0 e A y f ( x 0)>0.

Entonces existen® nítaero <5 > 0, tal que, /(x )>  0 para todo x que satisface I x t - x q J  < S .

Demostración:

1) Como /  es continua en x0 , entonces dado un £ > 0, 
3<y>0, tal que, | / ( x ) - / ( x 0)|< V , Vx que sátisfa-

. \  ce: -
J x - X q |  <  S  : 

xe{x0- 5 ixQ+S)

2) Como /(x o /> 0  (s^6n hipótesis) y bes^ a^biü^-io y 
positivo, entones podemos escoger.

(*)

3) Reemplacemos (*) en (1):

<=> -/(* 0 > < / ^ ) - / < * o ) < / ( xo)
<=? 0 < / ( * ) < 2/<Xo)

=> 0<^(x) Estos*«ampie

Para todo* que satisface |x-xfo{ < S ,

Corolario Sí /(xq )< 0  => 3 6 > 0 , tal que / ( x ) < 0 para todo x que satisface 
|x -x 0| < S .

Sugerencia:

Haga f(xf¡)<ü <=> -/(*&) >0 y aplicar el teorema 5.
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Análisis Matemático I

□  4.7 TEOREMAS FUERTES SOBRE CONTINUIDAD 
EN UN INTERVALO CERRADO [fl, b )

Introducción: Hasta el momento, hemos estudiado la continuidad de una función en un pun
to. En los teoremas que estudiaremos a continuación, se exige para su validez, que las fun
ciones sean continuas en todo un intervalo cerrado [a, ó]. Si la continuidad deja de cum
plirse en un sólo punto, las conclusiones pueden no ser ciertas.

TEOREMA 6 (Teorema del vador medio)

Sea / : [ a ,ó ] -> IR. S í /e s  continua en [ayb] y / ( a ) < 0 < / (b) , entonces existe algún 
x e  <a,b>, tal que /(* )  = 0.

Demostración:

1) Definamos el conjunto A del siguiente modo:
A = {x/xe[a9b] a  /(x )< 0  para X6{a,x]},xvm1a, x < ¿ .

Evidentemente A*<¡>, puesto que por lo menos a e A .

Por demostrarse que: Si a  = sup A , entonces debe cumplirse / (a) = 0.

Veamos:

2) Sabemos por hipótesis que/ es continua en todo x e [a,b] .

3) Por hipótesis se tiene qué: f ( a ) <0 a  /  es continua en “a” => existe un £ > 0 , tal
que, f(xY< 0 para todo x  que satisface: a £ x<a + 8

4) Por hipótesis tenemos: /( ¿ )> 0  a  /  es continua en b, entonces por el teorema 5
existe un ¿  > 0, tal que, /(jc) > 0 para todo x que satisface:

b - S < x < b 0)
- 8  < x - b < 0 

0 < b - x < 8

Donde “ó” es una cota superior del conjunto A, pues: [a,b] = [a,x]u[x,b]

5) Pero todos los puntos “jc”  que satisfacen la desigualdad (i) son c o t a s  s u p e r i o r e s  DE 
A, por lo tanto, por el AXIOMA DEL SUPREMO, A TIENE s u p re m o , ya que está acotado 
superiormente.
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Funciones Continuas

6) Por los pasos (1),(3) y (4) llamemos a=supA donde a<a<b  

( x < a , V  x e  A
y a - S < x < á < b  (paso4) paraalgún x e A

Si cr = sup^4

Ahora nos queda demostrar que f ( a )  = 0. (esto lo lograremos eliminando las posibili
dades f ( a )  <0 y / ( a )> 0 ) .

Veamos'
7) Supongamos que / ( a ) <0, por el c o r o l a r io  d e l  t e o r e m a  5, existe un £> 0  tal

que, / ( jc) <0 para a - S < x < a  + S , 12. = ( a - £ , a  + <?)

Como cr = sup^ => 3 algún x0 € X, tal que, a - í  <jc0 <a-, /j = ( a - S 9a) .

Como I\ g  / 2 se cumple que / ( x ) < 0 en todo x e [ a ,x 0] . Pero si xj es un número, 
tal que, a  <xj < a  + ¿  = /3 c  ¡2 , entonces / ( x )  < 0 en todo x e [ x 0,x i ] ; puesto' que 
73 c . / 2 y en consecuencia xt e  4̂ .

Pero esto contradice a la proposición p: “ <z = sup,4” , ya que hemos encontrado un 
X] e  4 , tal que, /  (x) <0, V jc € [xó,Xj] donde: x0 < a  < xj

[xo,a]u<a,^]
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Como vemos, en el intervalo (a,xj] hay “muchos” elementos “ jc” , tal que, /(x )< 0 ,  
pero estos “ jc”  ya no pertenecen al conjunto A, puesto que a  = sup A.
Luego la suposición de que f ( a )  <: 0 , es falso.

8) Ahora, supongamos que / (a) > 0, entonces por el teorema 5, existe un número S > 0 
tal que f (x ) > 0  para todo jc que cumple:

| jc -a f  < 8 <=> - 8 < x - a  <8
<=> a -~8<x<a  + 8 (Ver Fig. 3) 

x e { a - 8 , a  + 8) = 1$

Si a =sup A =0- 3 algún jc0  e A ,  tal que: a ~ 8 < x 0 <a  <==> x e ( a - 8 , a )  = I5

Como /5 a  A => /(jc)<0 para todo Jce[a,jco].

Pero I5 c  I4 , entonces deberá cumplirse qué / ( j c )  >  O , V jc <e 1$

(**)
9) Como vemos, hay contradicciones (*) con (**).

Pero esta contradicción ha ocurrido por la suposición 8, luego la única posibilidad que 
queda, es que: / ( a )  = O.
Antes de demostrar el TEOREMA 8 hagamos la demostración de un teorema preliminar.

TEOREMA? Si / e s  continua en “a” entonces existe un número £ > 0 , tal que /  está 
acotado superiormente en el intervalo ( a - 8,a  + S) .

Demostración:
1) Como/ es continua en “<z” lim / ( jc)  = f ( a ) , luego V s > 0, 3 8 > 0 tal que:

x-^a
| / ( j c )  — /(#)! < s  siempre que \x~a\< 8  a  x s D f .

2) Como sqs arbitrario, hagamos e = 1, entonces en (1) tendremos:

I . / ( jc)  — / ( t í r ) I  Siempre que: \ x - a \ < 8  a  x e D f
■' ’ - 8  < x - a < 8

-1< f ( x ) - f ( á ) < \  a - S < x < a  + S
/  (^ r)  — 1 <  /  ( jc)  <  /  x e ( a - S , a  + 8 ) nDf
Como vemos / ( jc)  está acotado superiormente por / (a) +1 y f (a)  -1 
\f xe (a~8,a  + 8 ) .
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TEOREMA 8

TEOREMA 9

Si /  es continua en [a, b] , entonces /  está acotado superiormente, en 
[a,b]. Es decir existe algún número real N, tal que: /(x)¿JV, 
Vxe[ a9b].
Ver. Demostración en el libro Calculus Tomo I por M. Spivak.

Si /e s  continua en [a,b] entonces existe algún número en [a,b] , tal 
que: f ( y ) > f ( x ) ,  Vxe[a,¿>].
Este teorema se enuncia también, diciendo “Si/es continua en [a9b] , en
tonces /tiene un máximo en [a9b]
Ver. Demostración en el libro Calculus Tomo I por M. Spivak.

EJEMPLOS

1) Sea la función /  :[-2,6]-> jK definida 
1 o

por: f (x )=3~(x-2)  , cuyo gráfico es:

/) La menor de las cotas superiores es 
/(2 ) = 3, por lo tanto:

sup /  (x) = 3 = /(2 )  .

tí) Como /(2 )  e Rango( / ) ,  entonces el 
máximo de f (x)  es /(2 ) = 3.

iii) La mayor de las cotas inferiores es 
/ ( -2 )  = 1, entonces ínf ( / )  = 1,

/v) Como /( -2 )  = 1 g Rango / ,  entonces 
el mínimo de f(x)  es /( -2 )  = 1.

2) Sea la función g : (0,4] -> JR definida 
por g(x) = ~ , cuyo gráfico es:

En esta función, se tiene:
/) La función g(x) no está acotado supe

riormente, por tanto no tiene supremo.

i i) La función g(x) está acotado inferior- 
mente, donde inf (g) = g(4) = .

iii) Además, mín (g) = g(4) = ~ .
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Análisis Matemático I

□  4.8 CONTINUIDAD UNIFORME

Introducción: Analicemos el siguiente ejemplo, sea / :  <0,1] -» IR, definida por /(x )  = -  .• x ■
En esta función ocurre lo siguiente:

1. /e s  continua en cualquier punto de (0,1] = / .
Por ejemplo, /  es continua en X(¡=~ pues:

Dado arbitrariamente £ > 0 , existe S > 0 tal que |x--j|<<? a  .£€<0*11 impfieá

i - 2 f =

Búsqueda de S en términos de s

-2x
1*1

Acotemos: a) Por hipótesis — .............  • • (1)

b) Supongamos = ^

I —L < J- I 2 P 4  .

A< X < A4 4

4>M
w <4  •................(2)

(l)por(2) : J x - l |¿ f< 4 ¿

Por2 : 2I x —4-1 Ar <I 2\\x\

Haciendo 8S = £ => y eligiendo <J = mín|’|*,y|

Queda demostrada la existencia de S\ que depende de xq = ~ y V £ > 0, tal que | x - ~  J < S 

implica I -— 21 < ̂  .
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Funciones Continuas

'     ;' ......  V”

Por ejemplo: Si s = 2, entonces 8  = -

Si ¿* = 1, entonces 8 ~ j

Si s  = 0.5 entonces ó =rz,
■ lo

De manera similar, podríamos encontrar, para cada número real x0 e(0,l] y para todo 
e > 0, un 8 > 0 que depende de xq y e tal que | x -  xqJ < 8 a  x e I  implica 
I f ( x ) - f ( x 0) \< e.

Es decir/ es continua en el intervalo <0,1], y su demostración radica en hallar 8>0  que
dependerá de cada punto x0 , 0 < x0 < 1 para cualquier s > 0.

Esto, es equivalente a la proposición siguiente:

Para cada xq e (0,1] y V s> 0 , 3<5(£,xo) tal que si:

x e ( x 0 -S ,x 0 + 8 ) n I  => / ( x ) e </(x0) - e , f ( x0) + s)

Lo que hemos hecho aquí, es haber analizado LA CONTINUIDAD PUNTUAL /{ x )  = ̂  pa
ra cada X q.6 <0,1].

Ahora, planteemos la validez de la siguiente proposición:

V x,y € (0,1] y V r> 0 , 3<5>0 en términos 

de s, tal que \x - y \ < 8  => |/(x )  -  f  (y)| < s

Enlafiiiición /(x ) = ̂ , x e (0,1], la proposición (P) no se cumple.

Veamos:
Supongamos que hemos encontrado un 8  > 0 tal que 0 < 8 < 1 y elegimos x = 8 , y = ~  

Como f ( x )  = ̂  , entonces f ( 8 )  = ̂ = |

Entonces \ f ( x ) - f ( y ) \  = | ^ - j |  = |
Como la proposición (P) es verdadero V e> 0 , en particular debe ser verdadero para
e = 4 .
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Pero : |/ ( x ) - / ( y ) |  = £ > 4 ,  V ¿ e <0,l>

Debería ser- : | / ( * ) - /  (y)| <4 = e

y no : ¡f (x) - f (y) \  >4  = e

Lo cual contradice la validez de la proposición (P).

Hemos demostrado que no es posible encontrar J >0 tal que \x-y\  < 8 => 

sea cual fuera y  é (0,1] *

Nota: :.."v" “ “  ' “ “ “ ~  \

si es fijo, entonces se trata de una continuidad puntual, (es decir y  = y0, 

coa 0 < ^°á l )

¿Qué ha sucedido?

¿Se diluyó la definición puntual de continuidad?
No, al contrario se ha “ampliado” la definición de continuidad puntual a continuidad inter- 
válica de una manera muy refinada. De la continuidad en un punto fijo x0 pasamos a anali
zar la continuidad en dos puntos muy cercanos “x” e “y  ’ que están variando dentro del in
tervalo (0,1].

Geométricamente, la proposición (P) nos dice: si “x” e “y* están muy cerca entre sí 
flx-yl <•£), entonces “/(* )” y “/OO” están, también cerca entre sí
(I/W -/O O I < *)•

Esto no ocurre con la fimción /(x )  = -~ , cuando x e (0,1] .

Pues: si x , ye  (0,1] están muy cerca entre sí, implica que /(x )  y f ( y )  están alejados en
tre si.

Es decir: V x,y e (0,1], |x - y \ < 8  implica |/(x ) -  f(y)\   ̂s  .
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Este concepto nos conduce a una nueva definí* 

ción de continuidad: la continuidad uniforme.

Definición: Sea la función f  : A - * R

Diremos que / e s  UNIFORMEMENTE CONTINUA en A cüando V f > 0, 
3 8 >  0 tal que V x9y e  A a  \x -y \  <8 => |/(x )-/O O I < £  -

Ejemplo 1. Sea la función / :  (0,1] -» R , definida por / ( jc) = x2

Probar que / ( jc)  es uniformemente continua en (0,1].
Demostración:

Aplicando la definición se tiene:

V s  >0, 3<y>0 tal que V x,ye(0,l] a  \ x - y \ < S  => \x2 - y 2\ <e

Busquemos ^en términos de f

(existencia de 8)

1) Partimos de : \x2 - y 2\
Se tiene : \x -y l \x  + y\

2) Acotemos:
a) Por hipótesis : \x -y \  <8           (2a)

b) Para acotar : \x+y\9 aplicar la hipótesis:
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Análisis Matemático 1

xe(0,l] => 0 < x £ l
.ye.<0,1] => 0 < y á l

0 < x + y ¿ 2  *
.=> |x + y |á 2 . . , . . ...........   (2b)

3) Multiplicar (2a)por (2b): jx -y ||x + y | ú 25

4) Haciendo 25 = e  "=> <?-§

Hemos probadaln existencia de 5 en función de s, lo cual prueba que / (jc) = x2 es uni
formemente continua en (0,1].

Por lo tanto es válida lá siguiente proposición: Vx , y e (0,1], Ve >0 , 3 ¿ > 0  tal que 

|x -y | < 5 - &  implica j*2 - y  | < e .

Ejemplo 2. Sea la función / : R  ->IR definido por: f  (x) = ax+b, a * 0 .
Probar que /(x )  es uniformemente continua en R .

Demostración:

Aplicando la definición se tiene V c> 0 , 3 5  >0 tal que V x,y<= ¡R a  |x y| < 5  implica
|(ax + ¿)-(ay  + ó)| < e .

Búsqueda de ¿en términos de e

1) Partir de: |(úx + 6)-(oy+¿>)| =

. = K * - 3 ,)I = N I*-> '|-

2) Acotar: Por hipótesis se tiene : |x - y |< ¿

Multiplicar por |a| : |a ||x -y | < |o |¿
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Ejemplo 3. Sea la función f  \ JR -> [-1,1] definida por /(x )  = sen x.
Probar que /(x ) es uniformemente continua en IR.

Demostración:
Aplicando la definición: V f> 0 , 3S>0  tal que V x , y e R  a  \ x - y \ < S  implica 
|senx-seny| < e .

Búsqueda de Sen términos de s

1) Partir de : |senx-seny|

Donde |senx-seny| = 2c o s ^ . s e n ^

= 2] eos-Hr2-II sen

Por propiedad de arcos se tiene
f Jcos//| < 1 
[|sen //|á |/r |

Luego eos x  +  y £1

sen-x - y \* \X 'y

(2)

3) Al retomar en (2): Isenx-senyl < 2 ( 1 ) £  |x -y |

4) Por hipótesis |x -y | < S , por tanto |sen x-sen y\ < S 

Haciendo 5 = s , queda demostrado el problema.

Como se puede apreciar, existe una clara diferencia entre continuidad en un punto y conti
nuidad uniforme, este último es un concepto aplicado a un intervalo.

Sea la función f : A - >  IR, A a  IR, A -  Intervalo. Si f e s  uniformemente continua en A, 
entonces/ es continua, el recíproco no es cierto.

X continuación enunciaremos los teoremas referentes a continuidad uniforme.
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TEOREMA 10 Sea f :A~* IR uniformemente continua. Si (a„) es una sucesión de 
Cauchy en A entonces ( / (a„)) es una sucesión de Cauchy. 

Demostración: ' •
Debo demostrar que, dado £->0, 3 N e  ¡N+ tal que m,n> N  implica
\ f (am) - A a „ ) \ < e .

Veamos:
1) Si /  es uniformemente continua en A, entonces dado s > 0 ,  existe S > 0 tal que 

V e  r | í - y |  <^ím plica \ f ( x ) - f ( y ) l < e . '

2) Si (a„) es una sucesión de Cauchy enA, entonces dedo 0 > O , existe N  e Bf+ tal que:

« ,«>  N ‘ itnplica |fl«, <¿f
. V ’ ■ - .... ..

Nota:
Cuando se dice que (an) es una sücesión deCandil en A, significa que los 
términos um y an están en A.
       ....... ■ ■  ....—............ ...—   — .......   m.—.............. ...... ... ......

3) En 1) se afirma que la proposición es verdadera para x ,ye  A . Igualmente si (an) 
es una sucesión en A, implícitamente se entiende que todas los términos am, an están 
en A, entonces \am - an\ < S implica <8 •

4) Por 2) y 3) concluimos:

Si m,n > JN => f ( a n)\ < £ , es decir ( f ( a n)) es una sucesión de Cauchy.

Corolario Sea f  :A ~> IR uniformemente continua. Para todo punto de acumulación
- a e A ,  existe lim / ( jc) .

x-*a
Demostración:
Aplicar él Teorema 10.
1) Si es uniformemente continua en A, implica que para toda sucesión de puntos 

y xn e A-{a}  tal que xn -> a, se cumple que la sucesión (/(*„)) es convergente por 
ser de Cauchy:
Entonces existe lim f ( x )  (según Corolario 2 del teorema 9 Capítulo 3).

x-*a
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□  4*9 FUNCIONES CONTINUAS EN CONJUNTOS COMPACTOS
■ ' 1 'h ! ' . ■■ '1 Antes de entrar al estudio de funciones continuas que están definidas sobre uñ conjunto
cerrado y acotado (compacto), estudiaremos ordenadamente los conceptos de familia de

1 conjuntos, de cubrimiento de unconjunto y subcubrimiento.

1) Antes de definir la familia de conjuntos se da algunos ejemplos.

Ejemplo 1.

Dado el conjunto x = {a,b,c}9 el conjunto potencia deX es:

2X ={t,X,{a},{b},{c},{a,b},{<*,c},{b,c}}

Del conjunto 2X se pueden obtener 28 conjuntos cuyos elementos son subconjuntos de X. 
Algunos de dichos subconjuntos son:

Á los conjuntos £ y  5  se les llama familia de conjuntos.

£ es una familia de conjuntos cuyos elementos son <¡>, X, {a} que son subconjuntos de X.

3 es otra familia de conjuntos cuyos elementos son {a}, {a,b},

Ejemplo 2.

Cuando se trabaja con familia de conjuntos sé usa subíndices de tal manera que a cada sub
índice X corresponde un conjunto .

Veamos el siguiente ejemplo:

Del conjunto de intervalos abiertos In =^0,1 + ̂ ,  n e N + podemos elegir las siguientes 

familias de conjuntos:
»  = {/1)/3,/5}

C = {/2,/3, /4} , etc.

I, =<0,2> , /2 = (0 ,f )  , /3 = (0 ,4 ) , l4 = (0 ,f )  , /5 = (0 ,f )
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Análisis Matemático I

a) En la familia de conjuntos A se puede notar la correspondencia siguiente:

al subíndice 1 corresponde el conjunto Jj 
al subíndice 3 corresponde el conjunto /3 
al subíndice 5 corresponde el conjunto /5

Es decir ha quedado definido la función /  de ¿ = {1,3,5} en 9t = {I¡J3J 5} .

A si/: L-+91

En este caso la familia de subconjuntos 91 se puede denotarse por (¡x)xeL> A = 1,3,5

b) Con la misma modalidad la familia se denota por ,siendo J  = {1,2}, 7 = 1,2.

c) La familia C se denota por ( / ) í€/ ,  donde /  = {2,3,4}, i = 2,3,4.
Ahora ya podemos definir una familia de conjuntos.

Definición: Sea L un conjunto de índices.
Una familia de conjuntos con índices en L es una función (A¿)¿eL tal que
“a cada Á e L  corresponde un conjunto A¿

La familia de conjuntQS puede ser finita o infinita, Lo que nos interesa es la unión y la inter
sección de los conjuntos que pertenece a una familia.

a) Reunión de la familia (Ax)xeL

Definición: U A x = { x / 3 Á e L c o n x e A x )
X e L

b) Intersección de la familia (Ax)xeL

Definición: f| Ax - { x t x s  Áx , V A e l} .
X e L

Ejemplo 3.

Dada la familia (An)neN tal que An = (-n,n) , se cumple: U An = R
* - neN _■
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Ejemplo 4.

Sea [1,2] un intervalo cerrado.

'Dado una familia (/»)W€ív de intervalos abiertos tal que: In = £ l- - - ,2 + ~  J

Se cumple: a) f| I„ = [1,2] b) [1,2] c U ln

2) Un cubrimiento de un conjunto dado AaJR es una familia C = (C^)yl€¿ de conjuntos
C¿ c R , tales que 4̂ c U C¿, esto es:

AgJL

Si xe.4 => 3 A e I  tal que ie C ^ .

En el ejemplo, (/„)„e íy es un cubrimiento de [1,2].

3) Un subcubrimiento de C es una subfamilia C ' = (C¿)¿eL', L’<zL tal que 
/ l e  U Q .

En el ejemplo 4. C = {I\ ,/3} es subcubrimiento de [1,2].

Proposición I (Teorema de Borel-Lebesgue)
Todo cubrimiento de [a,b\ por medio de intervalos abiertos admite un 
subcubrimiento finito.

Ejemplo 5.
Dado el intervalo cerrado [0,1] c  JR y la familia de intervalos abiertos Un)ne ^  clue:

La familia (/„)neAr+ es un cubrimiento de [0,1] porque [0,1] c  U /„
neN*
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E M P x i l Análisis Matemático I

Tomando I '  = { l ,2 ,3 ,4 } c l+ tenemos la subfamilia finita C - {I \,I2 ,13,14} el cual es
4

un subcubrimieto de U n \ eN + -> pues [0,l]c U ^

Ejemplo 6.

Un cubrimiento de R  es la familia (In )nejN , donde In = (-n, n) , puesto que R  -  U In •
neN

sin embargo la familia (In)ne no admite un subcubrimiento finito.

3) CONJUNTO COMPACTO A

Definición: Sea el conjunto K a  R
Decimos que el conjunto K es COMPACTO si todo cubrimiento abierto de 
K posee subcubrimiento finito.

Ejemplos:

1. En la recta real, todos los intervalos cerrados son compactos.

2. En el espacio R 2, las bolas cerradas (discos cerrados) son conjuntos compactos.
Un disco cerrado es un círculo de centro en x0 y de radio r > 0 incluido la circunferen-

cía. se expresa por: j3r (x0) = {jte R  / 1 a:—jc0 | ^ r)

3. En R 2, el conjuntó A - { x e  R 2 /|x| > r} es un conjunto cerrado, pero no es acotado.

He aquí una diferencia entre R y  R 2, mientras que en R  todos los intervalos cerrados 
son compactos, en R 2 no ocurre tal cosa.
Hay una proposición (Teorema) que nos permite definir un conjunto compacto de 4 
formas.

Proposición 2 Sea un conjunto K a  R , las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. K es compacto, si todo cubrimiento abierto de K posee subcubrimiento finito.

2. K es compacto, si es cerrado y acotado.
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3. K es compacto, si todo subconjunto infinito de K posee puntos de acumulación pertene
cientes a K.

4. K es compacto, si toda sucesión de puntos de K posee una subsucesión que converge 
hacia un punto de K.

En el ANÁLISIS REAL las afirmaciones 1,2 y 4 se aplican con relativa frecuencia.

TEOREMA11 Sea la función f  i A -» IR continua en A. Si A es compacto entonces 
f (A )  es compacto.

En este Teorema, A es el dominio y f (A )  es el ran
go, donde f (A )  c  R .

Hay dos hipótesis: 1) /e s  continua en A

2) A es compacto.

Para afirmar que f (A )  es compacto, en primer lugar, se supone que (Cx)xeL es una
milia de intervalos abiertos tal qu£ f(A)cz  U Cx , es decir (Cx)xeL es un cubrimiento

Z e L

abierto de / (A) , donde cada Cx es un intervalo abierto en el eje Y.

Debo probar que existe un subcubrimiento finito C  = (Cx) tal que /(A) e U Cx
Z e L'

La demostración radica en construir cuidadosamente el subcubrimiento C  en base a la 
hipótesis que A es compacto y / es continua.

Veamos:

1. Dado un cubrimiento (C¿)zeL de / ( ^ )  se cumple f ( A ) c  U Cx y para cada
Z e L

x e A , podemos elegir el conjunto Cx(x) ^  <lue /(* )  e ^Z(x) •
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2. Como /  es continua en A, entonces para cada x e  A se cumple:

Si y e  A r \ ( x -S , x + S )  => f ( y ) e  ( f ( x ) - £ , f ( x )  + £)
*" V    J V"  V1 ■—   ■
' h  . Cx(x)

3. Obtenemos así un cubrimiento abierto (Ix) , tal que A a  U ¡x ■
r xeA  i -

4. Como A es compacto, podemos extraer de (Ix) un subcubrimiento finito (Ix¡) tal que 
A c  Ix¡ u u . ..u I Xn , lo cual implica:

f (A )< z f ( IXx)K j . . .u f{ IXn)

<= Ca(x, ) ^ donde / ( / , . ) c C A(*.)

Ü h(x¡)i=1

5. Si /(v4) esta incluido en la unión finita de una subfamilia, prueba que f (A )  es com
pacto.

Coiolaiio Toda función continua f ; A ~ *  IR definida en un COMPACTO A es acotada y 
contiene a su máximo y mínimo (esto es, existen jq,x2 e A  tales que 
/ ( x j ) < /( x ) < /( x 2), V x e A .

Demostración:
Las hipótesis del corolario son: P\ : A es compacto

P2 : / es continua en A 
P$ : / (A) es el rango de /

Por demostrarse que existen dos números Jtj,x2 e A tales que */(xj) y / (x 2) son el ínfi
mo y el supremo d e /  respectivamente, y pertenece al rango d e /

Veamos:
1. Si A es compacto => / (A), es compacto (Teorema 11)
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2. Si /(v4) es compacto =>/(i4) es cerrado y acotado (proposición 2)

3. Porque f (A )  es acotado, tiene supremo e ínfimo y porque f (A )  es cerrada, se cumple 
, que:

0 sup
ií)

Por tanto, existen x\,X2 e A tales que inf f (A )  = f( x \ )  y sup f (A )  = f { x { ) , 

Ejemplos aclaratorios:

1) Sea la función /  :(-2,2}-» í? definida por / (x) = —1-r- se tiene:
4 - jc

a) (-2,2) e§ un conjunto acotado, pero/ no es acotada, porque /((-2 ,2 )) = [0,+oo)
no es acotada.

b) / es continua en (-2,2) .

2) Sea la función g : (-2,2) R  definida por g(x) = x2 se tiene

a) g es continua en (-2,2).

b) (-1,2) es acotada.

c) g es acotada, porque g((-2,2)) = [0,4) es acotada. Pero g((-2,2)) no es compac
to. Además inf g(x) = 0 y sup g(x) = 4 .

d) g tiene valor mínimo pero no tiene máximo, mín g = j£(0) = 0.

3) Sea la función A: [—1,2] —> M definida por h(x) = l -  2x j se tiene:

a) h es continua en [-1,2].

b) [—1,2] es compacto.

c) / es acotada en [-1,2] porque /([-1,2]) = [-3,3] es acotada.

d) /([-1 ,2]) es compacto y por tanto contiene a su ínfimo y supremo.

0 inf /([- i,2 ])  = -3 e  /([- l,2 ])  
ií) sup /([-l,2 ]) = 3 e /([ - l ,2 J )
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TE0REM6 Sea A compacto, A cz M . Si f  :A-> IR es continua e inyectiva entonces
f (A ) es contacto y la función inversa /  1: B -» iR es continua.

Demostración:

Para ia demostración se requiere la definición de 
punto de adherencia.

Definición:
Diremos que un punto *cF es adberente a un con* 
junto A a  IR cuando “a” es el límite de una su

cesión de puntos x„ e A, es decir xn -> a.

Las hipótesis del Teorema son:
Pj : A es compacto 
?2 : /e s  continua en A 
P3 : /e s  inyectiva en A

Por demostrarse que:
qj : f ( A ) es compacto. 
q2 : es continua.

1. Por el Teorema 11, queda probado q¡ .

2. Faltaría demostrarse q2 .

Veamos:
3. Sea b = f  (a) . Para afirmar que es continua en cualquier punto be B se hace lo 

siguiente:
Considerar una sucesión de puntos yn e f (xn)e  B tal que yn -> b . Debo probar que

f ~ x (y„ ) = *„ a = f ~ l (b).
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4. Como xn eA  y A es compacto (cerrado y acotado), entonces la sucesión (jcw) es acota
da.

5. Si (jcw) es acotada, entonces posee una sujbsücesión convergente (según Corolario).

6. Debo probar que “a” es único punto de adherencia de (*w). Según el paso 5, sea (x'n) 
una subsucesión que converge al punto a ' .

Por demostrar que a’ = a

7. Como A es compacto se cumple que a'e A.  además y'n = f { x n) converge hacia b (por 
ser y'n subsuqesión).

8. Como /  es continua en A, en particular será continua en a' y tenemos 
/(a ')  = lim (*;) = *.

9. Porque/es inyectiva f  ia ') = / (a) = b implica a’ = a .

Iqqd
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MISCELÁNEA DE PROBLEMAS PROPUESTOS 

, •
1. En el intervalo abierto /  = (a,b) , a<b

¿a es punto de acumulación de /?; ¿ó es punto de acumulación de /?;
¿Cualquier númerox, tal que a <x < b , es punto de acumulación de /?

2. Dado el conjunto A = {0,1,2,3,...}. ¿Tiene A puntos de acumulación?

3. Dado el conjunto A -  <-3,2] u  {3} u  [4,5). ¿Es 3 punto de acumulación de Al

4. Sea i4 = j 1N+ | . Hallar los puntos de acumulación de A, si tiene.

5. Sea B = |  xn = (-1)” e N + j . ¿Tiene B puntos de acumulación?, si tiene, hálle

los.

6. Dado el conjunto A = j xn = ̂  ~ / n e | • Hallar los puntos de acumulación de A, si 

tiene,

7. Dado A = j xn = (-1)" + - /«  e JN̂  j . Halle los puntos de acumulación de A, sf tiene.

8. Dados los conjuntos A ~j xn N*  J y 2? = j xw N + j . Hallar

los puntos de acumulación de A u B .

1. Analizar si existe el supremo y/o ínfimo del conjunto:
A = | an = , n€ Z+,x e R  (fijo) j

2. a) Sean Acz R\  B a R ,  A*<¡>9 B*<f>, acotados superiormente:

Demostrar que: /) "jTfe B es acotado superiormente.
ii) sup(x4uj5) = m áx{sup^,sup5)
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b) Hallar el supremo y el Infimo (si existe) del conjunto: 4 = j a„ = j ¡ + ^ f - , n  e Z+ |

3. Sea A = {a„ /neZ+} donde: a\=>¡2

a„+i=y]2^a¿ ,VneZ+

Hallar el supremo y el ínfimo de A.

4. Sea A=(a„/an =l+r+r2 + ...+ r"} , 0 < r < l ,  n e Z +

Demostrar: sup A = y ^

íñf4  = l + r

5. Sea A = j n+í~líL/n e  ¡y+ j . Determinar el Ínfimo de 4, justificando su respuesta.

6. Sea el conjunto A = j + *)(" + 2'> / ne  # /+ | . Demostrar, por definición que ínf A - i .

7. Sea A = {x„/ne N +} en donde: xj=2

xrí, = 2yJx„ -1 ,  V«>1 
Hallar sup(^) y justificar usando la definición.

8. Demostrar que sup(vl) = 2 , si:. A = j x„ e R / x n = ,« e  W+ |

9. Sea4 = { ^ = ( - l ) " ( 2 - i ) / / JeiV + j

Hallar ínf vi y sup/i .Hacer la demostración correspondiente al supremo

10. Si ü„ — I ' ..... H--+ • . . +
" y¡n(n +1) V(« + l)(n + 2) J(2n-\)2n

Probar que lim a„ existe y que 4<  lim a„ <1
/l->00 Z H-»co

Sugerencia: Probar que a„+j < a„, V n ^ l .
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11. Dada la soewión (o „) = | l l ¿  j, determinar si existe un entero positivo i¡q tal que

n>»Q => 0„ <-200.

En «ase que exista, determinar el menor valor que n$ puede tomar.

12. Sea (% ) una sncesM M efbiida por recurreneias mediante:

* 2

« * + i= iK +4)>

a) Demostrar que < 4 , V n e  W 1-.
b) Demostrar que es estrictamente creciente.

c) H allar Sup {<»„//»€ N * } .

,o p: „ (x s jn ify  u _,^_ ___13. Si = —»r .«w .  a r»—   '/*■ pasas— . Hallar nns úfo
c ó sy/t + 2 + c o s jfc~?$m>lnsea‘iJn + 2 - 2  n->ao

Sugerencia: Aplicar Jsenx-senyj < \ x -y \ ,  V j t j e  í?

14. Sean (a „) y (b „) dos sucesiones de números.reales tales que: lim  an - a ,  con
s »->»

a„*a ,  bn * a  y suponga que para cada e > 0, 3  JM e R  tal que. ia„ ->6„| < £, 
V»>jW . .
Demuestre que: si lim  f ( x )  = L , entonces Km f  (b„ ) = L .

x - > a  « - »  oo

15. Sea («„) la sucesión definida de la siguiente manera:

2n + \
n

2«-10

, sin es par 

, si n es impar

i) Responder: ¿ (a„) es convergente?
ii) Demostrar rigurosamente su respuesta en (i)
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_!!l_ Ĵ MITES_DE_FUN_ClONES_ REALES JDE_ VARIABLE JREAjL_ 

Calcular los siguientes limites:

1. l im ( ^ í)  
*-*<A x >

2. lim W-JC
x-»3 3 - x

R. 1

R. -oo

3. lim *. C-0S— R. -K*Z— W
x-»0 x »og|x| + 3tgx 2V3 3v2

4. lim
x-»0

senx + tgx 
cosx-1

5 . x - * + o o  .

/(x )  = a rc tg x -f+ l-J L -

respecto a - ,  calcular:

Hm
X-»+oo

J M
( i í

R>

6. Estudiar la variación de P en el siguiente 
límite:

lim
. X->+00

10. lim
x ->0

im f 
->ov

tg(a + 2x ) - 2tg(a 
tg(a + x ) - t g ( a

+ x) + tga \ í  
a j x )

Solución:
Cuando: x->+oo

Si P > 0 Hm = +oo
Si P = 0 => lim = 0
Si P < 0 => lim = 0

Cuando: x-»-oo
Si P > 0  => lim = 0 
Si P = 0 => lim = 0 
Si P < 0  => lim = -oo

i  2 
jc3 -  x 3 -  2

X-*
lim , 

2v2 * -*

"(f)sen» i + cosx
8. lim

x-tn l + sen4x + co$x

9. En la figura: .

Calcular: lim
a-¥b

a - h
c - d

sen(a + x) -  sen (a -  x) 
x3 + 4x2
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co&3x-cos2x [ jjm  T-2cosx

*->f sen(*-f)

13. lim (x2 + x + 1)2 +3j*2 +3x -15
jc—>1 tgx(x - 1) + cotg x(x  -  l>sen2 2x(x -  I)

k - é
. tan I

15. lim: .x_»4 sení^-tr)

17 JStJL 
x_>.|mc23x

i&. m * -* 2

14. lim 2x -  Arcseux
*-»0 2jc + Arctgx

16. lim

i c :

sea2f(g+¿)x]
r.+x + a - Jx + a

ZtL S »
x-»g

r tan(x~a>~|jjr-af
t ** - «  J fl>'l

21. lim (..^5 -x )2-^*
x-»8 -

23. lim 3-4cos2x+cos4x
x-*0 (3 + 4cos2x + cos4x)x

24. lim
JC->1

5sr
tan4xx+ cosxx+ j

sen (x -l)
(x +2x-3)

25. lim (x -l)x_1
x ->0

26. En la figura OQP es un arco de circunferencia de radio 
1, RP y RQ son tangentes al arco. Si Sj es área del 
triángulo PQR y S2 es el área del sector sombreádo.

Calcular: lim ^ r
x->0+ 5'

27. a) Sea/  y g dos funciones, tales que: g es continua en xe y /  es continua en g(x0) .

Demostrar que: I«g /(#(x)} = /(g(*o ))
x-»io ‘ -"" ■
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b) Si: /(* )  = •[(2 +l  ’ ; g ( x ) - |XSen* ’ * * ° . Calcular lim /(g(x))
[ 3x+5 , x<0 [ O , x = 0 x->0

c) Dar un ejemplo de dos funciones/  y g , tales que:

i) lim g(x) = b , be R
X-+XQ

ii) f  no es continua en b

iii) lim f ( g ( x ) ) * m
X -> X q

28, Desde el punto A con abscisa xe[l,4 ], ubicado en la gráfica de f(x)  = x -  4x+6 se 
traza una recta paralela al eje X, que corta a la recta y - x  en el punto Z?. Desde el punto
B se traza una* recta paralela al eje Yy que corta a la gráfica de g(x) = 4<Jx en el punto 
C. Si desde el punto C se traza una recta paralela al eje Xy se determina que ésta corta a 
la recta paralela al eje Y y que pasa por Ay en el punto (xyh(x))%

' . . . .. +14jc + jc2 —4Calcular: lim....................r — —
jc-*2 vx — v2

29. Usando la definición de límite, demostrar que:

lim
X -> X q

lim (ax2 + &c+c)2 = (oxq +bx0 + c)2 , b2 -4ac  < 0

30. Sea f : { c yd)—> R y xQe(cyd) tal que \ f xe ( c ,d ) y |/(x )|< A f y lim /(x )  = I , 

L e R . Demostrar que \L\< M .

31. Sea /  una función real, x0 un punto de acumulación del Dom(/) tal que

lim f(x)  = L , Le R .  Demuestre que lim y]f2(x) = a/z? , ne Z+ .
X -± X q X -+ X q

32. Sea / :  /->  R , / c  R  tal que V ae  R  -{0}, atQ es punto de acumulación de I. De
mostrar: lim f(at) = L <=> lim /(* )  = L .

/ —»*0 x - ± a t Q
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Análisis Matemático I

33. Sea tal que /(x + y )  = /(* )•  / ( y ) ,  V x,y€J?.
Demuestre que: lim f (x )  = -~~r Iim /(x )

. x->0 J W  x-+a '

l - í - 4 ?
34. Demostrar uszmoo 1a oeimición de limite que: lim  r— - * T

/  V * X-*0 3T

‘ ’ i
35. Demostrar qgef * tím 3 =  -co

I x-*0~

x+l, Demostrar <»e: ' lim  — :—  = -6  
Jt_ l x í -3x + t

37. Sean/  y g funciones de variable real. t e * /(x )  = ¿ j, L¡ e Aí+

J »  I?  e  If*
■ •*«**#

Deinó^rar que tales «pie: |d-qjar-XQÍ < ^,xeD oni^) => a < ^ ^ < b

jpeaít)
38. Demostranwjrdefmición, el siguiente lim ite: lim  — --—̂ —  - 0

. ■ X-*® * + 5

39. C alcular « ^ ¿ ¡ín  tgx- ¿n(senx) b) H» ( 4 0 + ¿n x )2 —£ j
JR-*f ' x-»0+ '

4fl- Si / (x ) = Determinar: a ). lim  / ( x )  b) lim  / ( x )
x->r x->i+

4}. Calcular Ha»- -
* +x+a-Jx+a

%-J. > V  »  *

X
42. Determinar ím  ó r ( i- jr ) x 

wOf
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IV. PROBLEMAS TEÓRICOS SOBRE UMITES

• 1. Demostrar usando la definición de límite que: lim . hr^— = 1
- x - * 0 V 2 ~ x

2. Sean/ y g funciones definidas en un intervalo abierto /  c  JR , tales que:

i) lim g(t) = 0 , a e l  
t - * 'a

ii) | f  {t) -  / (fir)| < Ag(t) ; V / e / ,  ^  * 0 (constante)

Demostrar (usando definición de límite) que:

a) lim / ( i )  = f (a )  
t - > a

b) 3M > 0  y 3 5 > 0 : V íe (a -¿ ,a + ¿ ) -{ a }  => |/ ( í ) |á M
■ \ .

3. Sean/ y g funciones reales y C e R +, tales que: lim /(x ) = 0 , lim g(x) = C . Si
x - > a  x - * a

/(x )  tiende a 0 .a través de valores negativos, demostrar que: lim = 400.

4. Sean/ y g  funciones reales, tales que: lim f ( x )  = L y lim g(x) = +00, demostrar
x -> + o o  f  ■ x - > a  .

que lim f(g(x))  -  £ , L e R . 
x - > a

5. Sean /  y g funciones definidas sobre el intervalo abierto (a, ó) , excepto posiblemente 
en Xq , ü<Xq < b .

Si ' lim = lim g(x) = 0 . Demostrar que lim /(x ) = 0.
X-*Xq X~>Xq X—>Xq

6. Sean/  y g funciones reales, definidas en un intervalo abierto /, x0 e /  tal que:

/) g(x) > 0 , V xe /  //) lim existe y es positivo.
X-»*o- . ¡.

Demostrar que 3 e iR’1’, 3 ¿i e 5?+, 3 Lj € tal que:

0  <  I*  ~ x 0 1 < 8  => L±g(x)  ¿  / ( j c )  <  Í 2g{ x)
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K " M Análisis Matemático I

7. Sobre el eje X; se considera el conjunto A = [0,l]u[2,3]. Si D(x) representa a la dis
tancia mínima entre un punto cualquiera del eje X, con coordenada x, y un punto cual
quiera de A. -

Analizar la existencia de lim D(x), para a = 0,1,2,3 .

8. Sean/  y g dos fimciones tales que: lim / ( jc)  = 0  y |g(jc)| <  M  Vx e  M, (M >  0 ) .
x->a • •

Demostrar que: lim / ( jc)  • g(x) = 0.

2x + 59. Al demostrar rigurosamente que: lim -=—-  = 3 se tiene que dado e > 0 , 3 S > 0 tal
x —> —1 *x + b

que 0 < |x + l( < S => | | ^ | - 3 < s . Analizar si 6 puede ser mayor que 0.2;

10. Sea / (x) ; analizar si existe S > 0, tal que:

0  <  | j c - 4 |  <  S  => 0.1 < / ( x ) < 0 . 3

V. LÍMITES CUANDO jc- » + oo Y lim /  = ±oo
X - > X q

l - Si lim (slx6 + 2 x 4 + 7 x 2 + \  -  ox3 -  fot) = 0 • Hallar a yx—>+oo * . J

2. Calcular lim */(x) y lim /(x )  si:
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3. Bosquejar el gráfico de: /(* )  =

x v * 
x+l

x< -3

> -  3 < x < 2 

13 + 3 , x>2

indicando dominio, intersecciones con los ejes y asíntotas.

4. Sean: I = (a,b) un intervalo abierto y / : I R , g:I  -> IR, dos funciones tales que
lim /(x )  = +oo, lim g(x) = c, C<0

Demostrar que: lim / ( jc) g(x) = ~oo .
x-*a+

5. Calcular lim x( arctg— -  -arctg—̂  )X—>+CO \ x + ¿ x+ /

6. Demostrar por definición que $í lim /(x )  = -oo, lim g(x) = -oo, entonces
‘ X->Xq X—>Xq

lim /(*)g(x) = + o o .

7. Sea f una función que cumple: /) y  = 3x + 5 es una asíntota (derecha) del gráfico de f
w) /.(*) = / ( - * ) ,  V x g í?

Calcular: a) lim /(*)
*->+00 + senjc

b) lim /(*)
X-++CO J 3x  -f sen  jc

8. Sean/  y g dos funciones tales que lim /(x )  = c y lim g(x) = O.
X-^Xq X~*Xq

Demostrar que si c< O y g(x) tiende a O con valores negativos, entonces,
/(* ) .
*(*)

lim 4 4  = +oo.
JC->Xo •
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9. Demostrar que lim (jc  + lOsen jc )  = +00
J->+00 .

10. lim /(x )  = +co , lim g(x) = L*< O.
* - > + 0 0  X - + + O O

Demostrar, por definición que lim f ( x ) , g(x) =
, x -» + ®

11. Sean/ g,h tres funciones con dominios en R,  sea ce  R + tal que / (x) < g(x) < h(x), 
Vjc> c. Si lim f(x)  = L=  lim h(x). Demostrar que lim g(x) = L.

X->+oo X->+oo X->+oo

12. Demostrar que lim [ j = -00

13. Sean/ y g dos funciones tales que:

0 a e IR tal que V jc € <-oo,0) se cumple \f(x)\ < k

ii) lim g(jc) = +00
X - t - c o

' • f(x)Demostrar que: lim 7̂-7 = 0

14. Si la recta y  = 2x-3  es asíntota oblicua derecha de la gráfica de lá funciónf  calcular:

lim ----- -
x->+® y i* 3 +6(sen3 x+ x2lx \)

15. Calcular a9b e R  tales que:

lim (^3x2 - x i - a x - b )  = 0
X—>+oo

16. Se circunscribe un polígono regular de n lados en una circunferencia de radio R. Si P es 
el perímetro del polígono, hallar lim P.

/I—>+00

r  2 \ X + h

17. Hallar lim ( , + ax+b. 1 , a,b,c,h e R
_x2 +cx + d  )
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18. Sea f  y g funciones, tales que: lim /(* )  = +<» y lim g(x) = L , L e R +
*->-oo *->-00

Demostrar, empleando definiciones, que: lim ( f (x )-g(x ))  = -h»
■ , ' *->-oo

19. Calcular: lim (eos-)
*->+00 V x '

20. Sea x = b> 0 una asíntota del gráfico de una función /  continua en [a,b).

Demostrar que si f ( x )  > 0 para todo x y f  (0) = 0, entonces V c > 0, B xq e [0, b) tal 
que f ( x 0) = c

1. Analizar la continuidad d e / sí:

0 /(x )=  lim ^
ff—>+00 ^

«■) /(* )  = sup{g(t) / t<x},  donde g(x) = 2 - x2
a

2. Sea /  :[a,b\~* R  una función continua e inyectiva en [a,b\ tal que f (a)< f(b) .  
Demostrar que: Vx,ye[a,¿>] con x < y  => / (jc) < f ( y )

3. Analizar la continuidad de las siguientes funciones, en caso de discontinuidad removible 
redefinir la función de tal forma que sea continua,

a)

/(* )  =
4 í ! ' 0 < * ál

0 , x = 0 . En [-2,1]

2 —n r i í  > - 2 á x < 0

b) /(jc) = 2 x M + x 2I I en [-»,»], n e Z+ . Además graficar /(* )  para n = 3
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4. Sea / una función definida por: / ( jc)  =
fg(jc) , si a<x<b

h(jc) ,  si b<x<c  

Si g es continua en [a,b> y A es continua en [ó, c ) .

¿Es/continua en [a, c] ?

Si su respuesta es sí; demuestre su afirmación; en caso contrario qué condiciones adicio
nales aseguran la continuidad de /e n  [a, c] .

5. Hallar él valor de k (si existe) para que exista lim / ( jc)  .
x-»0

/(*>=

m -

: -  x\J.

x>0  

x = Q

jccO

R. K = - f

xz+l

6. Sea f  una fimción, tal que:
V e > 0 ,  3 S > 0 /0  < |^ | < S => |/(xq + A)- / (xq-h ) \< e  

Analizar la continuidad de /  en x0 .

7. Demostrar que la fimción: g(x) =
- c  , si f ( x ) < - c  

f ( x )  , s i | / (x ) |< c  
c , si f ( x )> c

es continua en R , si /  es continua en R .

8. a) Sea /  una función tal que: V a,b e í ! ,  a<b => f (á )  <, f (b)
Demostrar que/ no tiene discontinuidades removibles (evitables)

b) Sea /  IR una fimción continua en [a,b\ tal que f{a)  = a + b -  /(b )
Demostrar que 3 c e  [a, b] tal que: /(c )  = 2c.

9. Sean /  y g funciones continuas en “c” tales que f (c )  < g(c) . 
Demostrar que 3 5  > 0 tales que:

/ (*)  < g (x ) , V x e « c  -  S, c +S) n  Dom ( / )  n  Dom g )
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10. Esbozar la gráfica de la función y  = / ( jc)  ánalizando asíntotas y continuidad.

/(* )  =

r ylx2- 4
,  J c < - 2

2.x3 + 3jc +1 , / 2 t ^■+Vx +6 , - 2 < x < 3

3jc 
x + 2 + 3 ,  x>3

11. Sean m ,n e Z+; sea / ( jc)  =

a) ¿3 lim / ( jc) ?  Pruebe. 
x-»2

(  A 2 >4 - x f  ^ f t - i  ^

[ - 3 - y / 7 7 s J
y X * 2 .

b) Redefina / ( jc)  para que sea /  continua en jc = 2.

^ x2 + 2 |^ J  , x< -4

12. Dada la función: /  (*) = i d l l  _ 4 < x < l
jc +10 ? 2
2x + 5 .  3
T T T > ^ f

Analizar la continuidad de /  y esbozar el gráfico, indicando dominio y asíntotas.

• í\- •

13. Sea / :  R  -> R  una función continua en cero, tal que para todo x , y e  R  se cumple 
que f ( x  + y) = f ( x )  f  (y) demostrar que f  es continua en R .

14. Analizar la continuidad de: /(* )  = [i]
, JC <  1

y esbozar la gráfica.
y j x - l x J+fjcJ , X > \

15. Analizar la continuad en R  y gmficar la función /(x )  = x + | x j .

í l - x + i x |  , x ¿ 0
16. Analizar la continuidad de la función: /(x )  = ( .

1 |x + l| , x<0
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17. Hallar a,b e R  que posibiliten la continuidad en R  de la función:

/ « =

x + 2

tícc2 — 2¿tx+1 , -2 < :tS 2
x2 -13*+ 22 

x-2 , x> 2

18. Sean /,g:.R -)>jR , continuas tal que a < 0< b .

f (x )>0 ,  V x e R  con /(* )  = O 

g (x )¿ 0 , V xe J? con g(x)=0

x = 0 

xe{a,¿}

definimos h(x) = f (x)+g(x) ,  V x e i? . Demostrar que: 3xq € J?+ tal que
Kxo) = - x .

19. Anali2ar la continuidad en Si de: /(x )  =

20. Dada la función f(x)  -  -Jx- l , analizan

a) La continuidad de /  en [1,10).

l - x + l x j  , x > O

I í T <0

b) El siguiente límite lim /íí-t5L-^ííl.
. 0 +  h
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