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PREFACIO

Este libro es el primer tomo de ANALISIS 1, el segundo

1 - tomo es referente a la derivada de una funcién real de varia-

. ble real y sus aplicaciones.

En este libro revisado, agregado y mejorado comprende 4
capitulos:

1. Puntos de Acumulacién

2. Sucesiones de Nimeros Reales

3. Limites de una Funciones Reales de Variable Real
4. Funciones Continuas

Al reeditar el presente llbm no podia dejar de hacer el pri-
‘mer capitulo, porque el comz@to ‘de _punto de acumulacién
Justifica-el estudio de limite de una sucesion y de limite de
una funcion.

‘En cada capitulo se hace una detallada y cuidadosa
exposicién de la teoria y de los teoremas mds importantes que -
son el esqueleto y fundamento de todo tema de andlisis ma-
temdtico, siempre acomparniado de ejemplos aclaratorios -de
innumerables ejercicios propuestos

El presente libro es una oombmaclén de cdlculo y andlisis.
Para un curso de cdlculo bastard tomar de este libro sélo las
definiciones mds elementales y luego los problemas prdcticos
.en los cuales se hacen cdlculos y gréfices que serdn suficientes
. para tener nociones bdsicas del cdlculo. Cuande se requiere

fundamentar algunas nociones matemdticas serd, entonces
i preciso consultar los teoremas que son las iinicas proposzczo-. .
nes valzdas para justificar cualquzer duda. '

Para un curso propiamente de Andlisis, se requiere el
estudio de las definiciones y de los teoremas, tratdndolos con
sumo cuidado, sin alterar las definiciones y menos tergiver-
‘sar el enunciado de los teoremas y cuidando su rigurosidad.




En el curso de cdlculo se puede omutir loa: capfinlos Ly IT;
~siendo suficiente el estudio de los capitulos Hl'y IV que:son:
prereqms,zto, para conttnuar conel estudzo de las derivadas.

 En cada capitulo se proponen diversos problemas para que ‘
- el estudiante revise cor el asesoramiento de su profesor, si se
presenta alguna duda.

~Una recomendacnén al lector un libro de matemdticas no
‘ sepuedeleerconmundtanoounanovela,elalumnonene

B que tomar ldpiz y papel para volver a- escribir ta definicion - |

 sin alterarla, puede tomar los mismos ejemplosy- ‘resolverlos
. por su cuenta, verificindolos después; es una manera muy
simple de estudiar matemdticas. Algunas veces hay que recu-
rrir a las gréificas 'y a la zmagmactén, fuentes del desarrollo
.intelectual.

'Al final del libro, he planteado una misceldnea de proble-
mas que Sservirdn para reforzar el proceso de ensenianza-
_ aprendtque :

 Para terminar, debo agradecer profundamente a mis cole-
gas que con su sabia critica han permitido el mejoramiento
de la presente publicaciér. En especial debo agradecer al Dr.
Cesar Carranza, por su apoyo moral y su profunda labor
académica. .que me han mspzrado para seguir estudiando y
mejomndo mzs modestas publicaciones.

MOISES LAZARO C.
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PUNTOS DE
ACUMULACION

CAPITULO

O 1.1 INTRODUGCION .

- Antes de entrar a definir el concepto de limite de una funcién real de variable real o de
limite de una sucesion, es necesario cstudiar el cconcepto de punto de a(:umulacién‘
Sea A un comunto no “vacio de los némeros reales y X un numero real (xg no

necesanamente pertenece al conjunto A) si alrededor de xp se “amontonan” (se acumulan)
mfmldad de elementos de A nos daré la idea de que x; es punto de acumulacién de 4.

Por ejemplo~ ’

i N =

a) Enelcon]unto A= {xeR/2<x<5} o

omb

oLt - oW R
- ¢

2

Setiéne: 2¢ A, pero 2 esfptmto de acumulacxén de A
 5g4,pero 5 es punto de acumulacién de 4.

y todos los puntos del conjunto 4 son‘puntos de acumulacién.

¢Por qué 2 es puntq de acumulacién de A?

Porque alrededor de 2 existen. mﬁmdad de: puntos que pertenecen al conjunto A De‘
1gual manera podemos razonar con respecto a 5.

El niimero 5 es punto de acumulacnén dé 4, porque alrededor de 5 existen infinidad de
puntos dﬁ,A

b) Enel conjunto B= ( 3jui32

)= 0

" Se tiene: e B, , pero es punto de acumulacién de B.

3 ¢ B, pero es punto de acumulacién de B.
32¢€ B pero no es punto de acumulacién. }

.¢Por qué 3. 2 no es punto de acﬁmulaclén de B?
Porque alrededor de 3.2 no esp051ble encontrar puntos de B que estén amontonades
alrededor de 3.2

N
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NOTA ACLARATORIA:
_Cuando decimos puntos: amontonados alrededor de 3.2 nos referimos a los puntos
x € B que estan muy cerca a 3.2, tan cerca que la diferencia |x-3.2] es casi cero.

De ahi la necesidad de usar un nimero real positivo tan pequefio que la llamaremos &
(épsilon) tal que [x-3.2| < £.

La desigualdad |x-3.2| < ¢ implica que (x- 3 2) tiende a acercarse:a cero, es decir
x tiende en acercaxse a 32

<) Enelcbnjunto(—lw)h (1 L1

a2’3)_—;—)0)-

Se observa que cuando n es un numero natural muy grande entonces el numero real

se hace cada vez tan pequefio que se acerea a cero es decxr

(%) 5 se aceréaa“0” cuando’ nes muy grande
nzl - . .
AN J - ’\ —~ Vs

>
(1_)__,0 . o n—)+ct‘:

En este caso “0” es punto deﬁacumulacxén del conjunto dé. nimercs -reales
(l) 51 ‘(1,% 3,-~-) porque alrededor de “0” es p051b1e encontrar ffinidad d& puntos
n

pertenecwntes al conjunto ( ) L4
n

IEJERCICIOS Seccion 1.1 |

En los siguientes conjuntos diga cuales son los’ puntos de acumulacu’m y euales no sofi .

BLOQUE 1 BLOQUE. II
A={xe R/-1<x<3} R.-1,3,int. 4=(2,3,4,..) R. No tiene.
B={xe R/-2<x<3} R.Todos VN=(0 1,2,3,...) ~ R No tiene.
C=¢23u{3}  R23in | Z=(.,-2,-1,0,1,2,...) R Notiene
. D= _2,3 ‘ 4 - R-4n ,'2) ).t‘ = '!‘ll']‘ |
) =(=2,3) {4} 0es, 2,3, in | B_(l,2 g ) | R.0O
E={0,1}{1.001}  R. ninguno C=(21,201,2.001,2.0001,..) R.2
F ={-0.013u(0,1)U{1.0001} R. ninguno T Ll
Lzepanbano B nigy D=(N2.1,4201,42002,..) R 2

Nota: int = punto interior.



BLOQUE 1
En cada uno de los siguientes oonjunlos numéricos, llamados sucesiones, halle los puntos de
acumulacién, si existen. En caso contrano dnga que no tiene puntos de acumulacién.

. (20 R Rotine. 6. (_.~§"‘-;) | R 2
i =1 n20
2 (_"__13 R RO T 2 .

CAn=2 g ~ " ,(z::;:.;n) : "R 2
~ + . R 3
3("_4) R 1 1 ’ w2 )
K "+_| n20 8. ( 5n ) R £

Cu 2n-1 n>0 »2
4. (5‘;) o E O :
n : —
| , | o. ('"3”) R 3
5. (2-%) o R 2 n2l :
2 ' : 10 (3 7..) R -1
n+3 ) 5o - 2
1. A= {xeRlx (-1 )”2'1;55:”} ‘R 2,-2
12. B= {xelR/x &) l+h,new} R -1,4
13. (S,)ps; » donde S, =14243+...+7 R Notiene
14. (S, )p>1 , donde 8, él-i»-%‘f%‘lf..ﬁ;l; R 2
15. (Sp)p»1 > donde s,',zf:;#:l;w,..f# s lal<t R L

O 1.2 VECINDAD DE UN NUMERO REAL

Defimcrén' Dado un niimertizeel x4, una vecmdad de xg es un intervalo abierto que
tiene como centro a xg ¥ comondlom nimero rea] posmvo &

" Verla sig_uiente_ ilustracién: o K Ve(xo) = (,_go —Exg+2)

7 N

° é ; o
Xo—¢ ; Xo Xo+¢€

.\ s\ v

™4



Andlisis Matemdtico I

Notacién: ¥, (xp)={xe R/|x-xp| < £}
={xe Rixe{x)—¢,xy+£)}

Vecindad de x, deradio £>0

Nota: . . o pt
En general cualquier intervalo abierto que contiene al purito x es vecindad de x; .

Ejemplo 1.

Dado el punto xy =2 9 2 ki

Unavecin.da_ddeAZes:r Ve(2)={xe R/|x-2|<e,Ve>0} -

También son vecindades de 2 los intervalos abiertos: {1.5,2.5),(1.9,2.1),(1,3), ... etc.

Blintervalo: (2-1,2+1) ; Vne N*=(1,2,3,...} también es vecindad de 2.

Nota: ‘ .
En el andlisis matemitico se trabaja con vecindades. de la forma
Ve(xg)=(xg—&,%y+€),V >0 donde & es un numero real (radio) muy pequefio,

v

casi cero.

Ejemplo 2.
En el intervalo 4 =(-1,2) se tiene:

- Unavecindadde -1es V,(-1)={xe R/|x+1| <&,V e>0}
- Unavecindadde2es V,(2)={xe R/[x-2|<&,Ve>0} .

(31.3 SiacR,entonces (|a| <&,V e>0 implica a=0)
Demostracién: (Po} el absoluto) .

1. Supongamos que a # 0 _
2. Si a#0, entonces |a| > 0, también l%l >0



Puntos de Acumulacién

3. Como' |‘a|"< £.es verdadero V &£ >0, en particular es verdadero si escojo £ = lal

2
I

Luego |al< & 24| <]|aq|

&> 2<1 esun absokito.

4. Por tanto, debe ser a=0 -
' Hemos'apliéadolatau’tologia: (AAPR=q)=(R A~¢ => ~P)
Donde: A : laj<e,Ve>0
P12
q: a=0

O 1.4 APLICACIONES |
La proposiciér{ 1.3 se apliéa en los conceptos de limite.I Asi por ejemplo:
a) La desigualdad |a, —£| <&,V £>0 |
implica (q,~-2) >0 < .qg,—>1
o ‘ Selee g, tiende a L.
b) Ladesigualdad | f(x)-Li< &, V&>0 |
implica  f(x)—> L

O 1.5 AXIOMA (Propiedad Arquimediana)

Si a y b son dos nimeros reales positivos, entonces existe un niimero entero positivo n
tal que a< nb.

Una consecuencia de este axiomaes: “V£>0,3neZ tal que 1 < e”

Esta p;:oposlmén es muy importante para acotar los térmmos de una sucesxén de
nimeros regles. .

LA ,/ : b

O 1.6 VECINDAD REDUCIDA

Dado un niimess téal’ X , diremes que V¢(xp) es una vecindad reducida de x, si.

V2 (x0) =V, (x0)~ (%0}
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Es decir, la vecindad reducida de x; deradio £>0 es la vecindad de X0 excluyendo el
punto x; . ) ’

> o

- €

~
o v —0 0

Xo—€ %o Xg+E
Ve(xp)={xe R/|x-x| <} ~{x}

=(xg - &% +&)—{ %o}

] 1.7 PUNTO DEACUHULAOION

Definicién }: Pado un Mmm A de mimeros reales (A CR), diremos que un
“punto x; €R esun mgmh_mm de 4, si cualquier vecindad ¥, (xo) contiene por
lo menos un punto x de A distinto de. x, .

Definicién 2: Sea Ac R, dmmos Qe xp ele es punto de acumulacién de 4, si
V(o) d+.

—

Esdecn"
xoeR ospa.de A & Ve>0; V’(xo)nA¢¢

: PEEN (Vs>0)(3xeA) O<|x— x0i<£‘

‘Ejemplo 1.

Probar que besel punto de acumulacién del intervalo abierto .4 ={a,b), a<b.
Demostracién:

El problema es construir el tamafio de .

Bastard hacer: ¢ -Lb al

a b Vi(b)={xe R/|x-bl< &}

; =xe(b=¢g,b+e)y-{b}
Faltarra probar que V '(b) N A es no vacio.
» Debo probar que un elemento de ¥ (b) también sea elemento de A:



Puntos de Acumulacién -

Véamos:‘ >S‘i" )'c'eVé(b):) ]x—b!<s

= lx bl<“’ al
Como a<b = b 'bzl / "’2“'
= b-a>0

. b-a- b~a
= b- 2’ <x<b+——2——

b+a W ~a

= |b-al=b-a
' : = 5 <x< 3

/Q;-}.a
5

3b-a
2

= a<x<b

Luego: x e{a,b)

Es decir V()N A# ¢ ,para ¢="57

Por tanto: b es punto de acumulacién de A.

Ejemplo 2.

Probar que 2 es punto de acumulaclén de la sucesién (a,),>1, a, = -2-'5—1- .

Demostracién: ,
Una vecindadredﬁcidadeZ es:  V/(2)={xeR/|x-2|< £}-{2}
=xe(2—-e-2+£)-—{2} Ves>0

Debo probar que existe por lo menos un elemento x=ga, de la sucesxén tal que sea
elementode Ve(2)

Veamos:
Recomendacion: Para sucesiones aplicar la propiedad Arquimediana.
En prim-er lugar, V_eamos qué forma tiene un elemento de la sucesion:

Setiene: a, = E"nil =2+1

- n



Por la propiedad Arquimedianav se cumple:

V\€$0,3neZ+talgue .%<.¢,?,‘
Sumar2: ; - 21—%<s+‘2
‘Pero: 2 ——£<2+-};<‘_2~‘1—1';', ‘9’7:<-:2+
‘Lo cualimplica: - a, €¥}(2) , a,=2+1

"Hemos probado que existe un elemento a, =~2+-'1; de la sucesién que también ests en
V;(2), Ve>0.

Por tanto: 2 es 'p;mto de acumulacién de (a,) 551

[ EJERCICIOS Seccion 1.7f

1. Dado el mtervalo A= (a by, probar que “a’es punto de acumulacu’)n

2. Sea ¢l conjunto ‘A= (1 2) u(2 5) probar que lo nimeros reales 1 2 y S.mn puntos de
acumulaci6n de A.

Y

3. Probar que el ﬁnico:‘punfo de écmnulacién de 4= {'x'é R/x -4--’1‘— ,NE JN* }; es<0”. .

2nI

4.  Sea ei bonjunto B= {xe Rix= ( -1 ,N€ N* } probar que 2. y -—Zs_bn puntos

de acumulacién de B.

5. Probar que es punto de acumulacion del conjunto:

- ; _[3n+1
vMT‘»{zxe R'Jx—( 2n+5 ),neW} ;

6. Probar que % es punto de acumulacién del conjunto:

. ' A 2 ‘1 '
N={xe}R/x=( 5 ) nelN}
i 2n°+3




.Puntos de Acumulacién

7. Probar que 0 es punto de acumulacion de la sucesion { 2])_ 2t .,
)50

. 1
8. Probar que 1 es punto de acumulacion de la sucesién ((2n)"),»1:

9. Seala suceSiénj. (% l

Lon
Defino: S, = L
2 )nz() SN /Z:o 2*

Probar que 2 es punto de acumulacién de (S,) >0

n
: e =5
‘Defino: S, = E D

. ! V
10. Sea la sucesion ( n(n+1) ),,21

Probar que “}” €8 punto de acumulacién de (S),),»;
SERIES
Definicion: Una serie numérica ay +a; +...+a, +...= Z a, es convergente, si existe
: e ;

lim S,, donde S, =a; +a, +...+a,.
n—o . ’

Ejemplo:
Y o0
Si |r| <1, ges convergente la serie » . r”" ?
T .n=0
Solucién: _ \
ok
Definimos: S, = .7
- k=0~
=l+r+rt+..m
1- rn+l
=T1=r

¢ El limite 11— se llama

=—L | porque lim "1 =0 ,
suma de la serie.

n—»o
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[FioBews)

Hallar la suma de las siguientes series:

2 2" 3
1,3.5 2n-1_
3 2-1»22+23+ + > +..
L1 1
4 Tatzatiatetaean

"‘Fara cada funcién S (x) con dominio el intervalo_cerrado [a,b] definimos la sucesién

(S, Inzl ‘del siguiente modo:

n
S,,r—_(b-—a)%zvf(’aﬂ(b; )) sepldehallar lim S,.
= :

n->»+o

Lof@)=x , xel,3]
2 fe=i , xel)]
3 =, xe0,2]
4._“f(x) 2x+5 x€[0,2]
5. F)=4-x2 , xe[0,2]
6. f(x):x +2 ,,"xe[1,3]>

7. fx)=9-%* , xe[l3]

® P R PR P P

‘Wi

(N1

R.l-\/i

N U

Gg ez YRy
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~ SUCESIONES DE
NUMEROS REALES

CAPITULO

O 2.1 INTRODUCCION

Antes de definir una sucesién de nimeros reales debemos recordar las siguientes defini-
ciones:

1. El conjunto de los niimeros naturales es: IN ={0,1,2,3,...}

2. El conjunto de los ntimeros naturales positivos es: IN* ={1,2,3,...}
3. Dados dos conjuntos 4 y B-diremos que f es una aplicacién de 4 en B (Denotamos por
- f:A——> B), si para cada elemento xe 4 corresponde un sélo elemento ye B tal
que y=f(x).
Ejemplo:  Sean los conjuntos 4={a,b,c,d} y B={m,n,p,q,r,s}.
Una aplicacién f:4—> B es:
4 /-

fla)=m
- f®)=n

fle)=n
fd)=¢q

4. Dadalaaplicacion f:4—> B
Diremos: ‘
i) fes inyeetiva, Si f(a)= f(b) implica a=b, Va,be 4
i) fes inyectiva, Si a # b implica f(a)# f(b) ,acd, bed
iii) fessuryectiva,Si V ye B, 3xe 4 tal que y = f(x)
iv) fes suryectiva, Si f(4)=B
v). fees biyeétiva, Si f'es inyectiva y suryectiva.

11—
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0 2.2 SUCESION DE NUMEROS REALES
 Definicién: Una sucesién de. nimeros reales es una aplicacién x: N* — R tal que a
“cada numero ne IN* correspond® un sé6lo ntimero real x,, . B2

. x .
N~ R

’ Tarribién podemos deéir,- que una sucesion: de ‘ntmeros. reales es una aplitacién
x:IN* — R, definida en el conjunto IN* ={1,2,3,...} y toma valores en el »éonjumo
‘de los niimeros reales IR .
En la aplicacion ‘x:IN* —> R |
n—-> x(n)

* El valor x(ﬁ) seré representado por x,,, ¥V ne IN* y la llamaremos el “n-ésimo térmi-
_no de la sucesién”.

Notacion: (x,),») denota la sucesién x: IN * 5 IR que al expresar por “extensién” es:

(x,,),,zl = (xl 5X25%X3,. . s Xpses )
’ . : —— n-ésimo término.
Xq5X2,X3,..45%,,... Son los términos de la sucesion.

Ejemplos:
- Son sucesiones de nimeros reales:

1. (2m),si que al expresarse por extension es: g2n) = (2_,4,6,'.‘.,,2n,...) .

N

. (2n-1),5 queal expresarse por extension es: (2n—1)=(1,3,5,.. L2n=1,...). '

ORE(E
n st 393y )

X



4. (3).>1=(3.3.3.....3....) es lasucesi6n constante.

5. (%y)ns1» donde- % =(-1)"L  que al expresar por extensidn es:

( —‘l,%,—%,:"-,. e Vi %’-,. . ) es una sucesion alternante.

O 2.3 SUCESION ACOTADA

Seala sucesion (,),»; - Diremos que’ (x,)n»1, €s acotada, si existen dos nimeros re-

ales ay b tales que a<x, <b, Vne N*.
Como a<x, <b entonces |x,|<c, c=max{|al,|b|}

—— Podemos hacer la siguiente definicién:

(% )n>1 €S ACOTADA, sii 3¢ >0 tal que !x,|<c, Vne W+

. Ejemp!d: La sucesién (—3‘—)

o ©8 acotado, porque 0<%sl, Vne N*.
n - . .

O 2.4 SUCESION ACOTADA SUPERIORMENTE E INFERIOR_MENTE.

a) (x,)y=1-€S ACOTADA SUPERIORMENTE; si 3b € IR tal que x, <b, Vne IN*.

En este caso los términos de la sucesién: x,, € (=o,5].
b) (x,)n>1 €S ACOTADA INFERIORMENTE, sf 3a€ IR, tal que a<x,, Vne IN*.

En este caso los términos de la sucesion: x, €la, +co) .
¢) Una sucesioén (x,),>; es acotada si y solamente si es acotada superior e inferiormente.
Ejemplos:

1. La sucesién (2n),>1 =(2,4,6,...) 'cs acotada infériomwntet Pues 32e R tal que
2<2n.Vne N*.
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. La sucesién (1-2n),5; es acotada superiormente. Pues existe —le IR, tal- que

1-2n<1, Vne N* ..

0 2.5 SUCESION CRECIENTE, NO DECRECIENTE, DECRECIENTE,

b

2.

NO CRECIENTE Y MONOTONA.
. Ur‘la‘ sucesion (x,) llémquRECIENTE cuando x, <x,,1, Ve IN*.
Una sucesién (x,) és NO DECRECIENTE, si an SXp41, VneNT.
. Una/suéesién (x,) es DECRECIENTE, si }x,, > x;,ﬂ ,Vne N*.

Una sucesién (x,,) es NO CRECIENTE, si X, 2 X,,1, Vne N*.

Las sucesiones crecientes, no decrecientes, decrecientes y no crecientes se llaman suce-

Ejézriplos: :

.

2

1-

La sucesion (-1-) es decreciente, porque: n<n+1 implica 1 > .
n>1 : n” n+l

n

. La sucesién (2n),> 1 es creciente, porque: n<n+1 implica ‘2vn <2(n+1)

(3 2.6 LiMITE DE UNA SUCESION

n

Partamos de un ejemplo particular, para uego hacer la definicién.

- Sea (x,),>] una sucesion tal que x, = antl

‘Nuestro interés es estudiar si los términos x,, se aproximan a un niimero real “a” cuando.
es cada vez més grande.

2n+1 __2+_1_
n

Veamos: X, = =
. n

Si n=1 , x=2+1



i
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. _ g . l
Si n72 , X=2+5

.
K
H

Si n?IOOO s %1000 =2+ 7000

Si n>o , x —>2,porquel seacercaacero (1 —0
n n .\ n

cuando n es muy grande (7 —> ©).
Lo que ha ocurrido es la siguiente implicacién:

~ cuando n—»> o entonces x, —>2
n tiende a - . X, -converge a 2

Queremos que la diferencia (x,, —2) sea muy pequefia, tan pequefia que casi es cero, es de-
ar |x, -2| < &, V £>0, esto es posible si existe un nimero natural ny que depende de €
tal que V n>ny los términos x,, se acercan a 2.

lhstracié_n gréfica:

Xn

Feeneleccnccccnmenand
d
.
.
'
-

e
0
.
.
.

Xn
Xn+1
Xn+2

e S

P N T T
sesmvssresansecsnnn

ﬂv+

ny n  n+l n+2’

<
n>ngy

Como vemos: Para cada nimero real &£>0 dado arbitrariamente es posible obtener un
niéimero natural ny(¢) tal que |x, —2| < & siempre que n>ny.
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Segiin esta definicién nuestro problema es hallar 7, en términos de & siendo & cual-
quier numere real positivo (muy pequefio).
Xn ‘ )

Veamos: |x,,—2[='2+%-2.|=|_;.

=1
- n
Pero 71.' <g,Ve>0es verdaderb (Propiedad Arquimediana)f

invertir: > L | en este caso ny =1
- L b

. '
Como deseamos que 7, sea un niimero natural, hacemos n =H -:: ﬂ+1 .

—— Definicion:

lim x,=a sss (Ve>0)(3nyeN);n>n =|x,~a|<¢&

‘h>w

Donde: V significa “para todo” 0 “cualquiera que sea”
3 significa “existe”
;  significa “tal que”
= significa “implica”

=

N s

Ejemplo 1.  Probar que lim (
. n—w
Demostracién: -

<€

lm(%)";o 5.8.8. (V£>0)(3noeﬂV);n>n0=>|(-%)n-—0

Bisqueda de ng en términos de &£

Se parte de: (-;—)n - 0’ y luego se simplifica aplicando propigdadeg de valor absoluto.



Pero: (l)n <& . V.e>0

27" <¢

Ln(2™")<Lne
-nLln2<Lne
nkn2>-Lne¢
n&'—]% s

——

o

- si 0<e<l=Lne<0

—Lne

r— E+ 1, para todo £ positivo pequefio.

Hacer: =E

Ejemplo 2. Sea la sucesion (,)ysy donde f,(2) =22

Probar que lim f,(z)=-1,VZ talAque 1z} <1 , zeC.
n— : ) :
Prueba:
Por definicion: (V £>0)(3nge IN); n>ny = |f(2)-(-D| <&

Bisqueda de ny en términos de &

2z

Z+n+z-n

) < ' © 2z
Dei | /,(2)=(-D)| =|F241|=|Fr0tizn || 22 |- 2L
Acontihuacién, acotemos: a) lz|<1 = 2|é| <2
B Inl-lzl<|n-z]

n—|z|<|n-z|
n-l<n-|z|$|n-z| , Pues |z|<1
v —|z]>=1.—
-n-—1’<rlnv~—z'| , n-|z| > ’v’,,_,l_

'i'1>l’?,“=l , Yn22
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. 1 1
c) In—:|,< n-1

‘Multiplicar las desigualdades (a) A (c): % <=2

Por la propiedad Arquimediana: ¥ £>0 , 3ne IN* tal que:

2
TR

n-1>2
£

,n>l+%
—
ng

-Hacer: no‘ =1 +[%]

Enfeste ‘problema afirmamos que la sucesién ( Jfn)ns1 converge a 1 en el conjunto
A={ZeCl|z} <1} ’

Ejemplo 3. Probar que la sucesién (f},(x)),z; , donde:

Jn (%) =ie—'3—'.'—f,3ﬁ convergea“0” Vxe iR .
‘Demostracion: -

lim £,(x)=0 sss. (V&>0)(3r(e)) tal que:

si'n>ny A x€ IR entonces

sen n(x+1)
et -o|<e

Biisqueda de n, en términos de &

_ |sen'n(x+1)]

Inl

senn(x+1)
n.

Se cumple:

vPerov : Ecﬂgi(nfi—l—))—‘sl ; VxelR y YnelNT



por 1 . lsn(+D) 1
n n n
Pero  : l<g; Ve>0 (principio Arquimediano)
= . >l
&
hacer no=B-]+1 ,

Hemos probédo que existe ry en términos de &

TEOREMA 1| (Unicidad del limite)
- Si el limite de una sucesién (x,) existe, es Gnica.
Demostracién: .
El teorema de unicidad se puede enunciar, también, def siguiente modo.
- Si lim x,;=a': A lim x,=b , entonces a=b

n—>o0 n—»o0
La demostraéién es por el absurdo.
1. Supongamos que é#b (~9),

2. Si a#b,entonces |[a-b| >0

3. Pero: |a-b|=|a=x, +x, -b| = |-(x, ~a)+(#,~b)} -
f< |.‘~(xn "a)| + |xn —bl :
=|x, —al| +|x, -b|

4. Por hipdtesis se tiene: lim x,, = a, entonces:

n—»o

(para e>0)(3ny e IN) tq. n>ny = |x,~a|<£.

lim x, =, entonces:
n—»oo

(para e_->0)(3haeﬁV) t.q. r_:>n5 = lxn_‘bk% ‘
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5. Por 4y 3 obtenemos: }a b|<lx —a|+|x —b|

<2+§_e , si n>n0 max{nQ/,no}
6."La desigualdad |a-b|< ¢ se cumplen Ve>0, en pamcular debe cumphrse para

~ . _la-b|
£="— , siempre que. n>n0 max{no "0}

Asn tendremos: la bl<s&
bl <12 "' 8
c2< 1 es ui:a cohtiadiccién

7. La contradiccién se presento por haber supuesto que a# b
Debe ser entonces que a=b.

’.Hemos aphcado Ia tantologia [(Pl AP A }’3):>q] = [(Pl AP A~g) > ~P]

Donde Pl lim (x,)=a , P: llm(x,,)-b , 3.,1<,2'. ~q:a#b
n-—>oo n—wo .

: kDefimclén - Si una-sucesién ( ,,) tiene come tnico limite el numero real “a” dlremos

1%g ”'"

“que (x,) converge al niimero rea
En caso contrario diremos que la sucesioén no es convergente

' Ejemptos:

1. La“Sucesién‘(l)  converge a “0”.
n /n>1

2. Lasucesion (1=22]  converge al nimeroreal “~2”
n+3 31 : : 3
*3. Lasucesion (x, ) donde x,, =(- 1)"1 2" no es convergente porque tiene dos limi- :
‘tes: i) Cuando n es par, se tiene llm X,=-2
] nowo o

' u‘) Cuando nes nnpar, se tiene  lim X, =2
g n—)oo
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4. Lasucesion (2n),5; no es convergente, porque lim (2)=+w®,+0noes RR.
: 13+ : ~

0 2.7 LiMITES ESPECIALES

L lm 3™ o0 vreR 2. lim (141 )"=é
‘ n—»c . ‘ n—)ao
3. 1m’$1

n—»m

El céleulo del Tim % =1, es del siguiente modo:

n—»co
s ' 1
Hacer: ~ a=n" , a>0
= ina:an(n)
= lim (Lnag) = lim ——= L"(")
n-»aeo n—)w
lima La(n)  an o er
= Ln( n_w)A nl_lf:o PanTTS Aplicar L'Hopital
: 1
= lim %
n—».’.
= Ln(lima)éo
n—»wo
lima=e
n—»o
=1

| EJERCICIOS Seccién 1.7

BLOQUE I
Hallar lim x,,,si
" n—oo .
xp=V2ne3-n-1 R | 6 x, =‘—*2—*f:2t—f—’3 R .
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2 D 2 ~ 3n? +n-2 3 ‘
2. xn=\/” +n+1—\/n -n+1 R.-1 1. x,=| —5F/——= R 2
4n* +2n+7 : 16
3% =2 Y- RO | o8 ;,,:ﬁ!:ﬁ R 1
- . : a N . 2 )
4. xp=n(n-\n? +1) R-1] 9 x,,:T_‘J”S*“'; R 1
: n’ =3n
1+4+14 4L o
5. xnﬁ'ﬁﬁ—ff R 2 110, x,=v2n+3 (Jan+1-Jn+1-n+2)
: 37T T, : 53 :
R -2
BLOQUE Il

11.Si x1’=\/; ) x2=-\/a+\/; X3 =\,a-+\/_ a+_\];,..., .
' x,;=\’a+‘\/a+.\_..+ a, a>0.Calcular lim (x,,)'. R. E;'li—l
. X . n—»0

12.8i x, =n[Ln(n+1)-Ln(n)], calcular lim (x,)
: ; B>’

; ‘ l N . . .
"13.8i x, =n[a” -1], calcular lim x, . R. Lna.
, o _ o b , :
14.Si x,->1 y xn+1,=2—% para n>2 . Encontrar el limite de (x,). R 2
15. Sean n=1,y1 =,/2+y,,‘ , nzl.-Encontrar el limite de (y,,) . R 2-

16.Sean x;=b, b>0 y x,,; =X, +xL Determinar si (x,,) converge o diverge.
X B s n

17.Sea =1y %,y =141, V21, Hallar Lim(x,) . R 1
18.Sea x; =1 y definimos x,,+'1‘ =1+\/Z . Hallar Lim(x,) R. 3

19.Sea (a,) una sucesién definida recursivamente mediante:

a1-=2

tpa1=L(a,+1) , n21
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a) Demostrar que a, <2, Vne IN*.
b) Demostrar que es estrictamente decreciente.
¢) Hallar inf{a,/ne IN*}

20.Sea (x,,) una sucesion definida recursivamente mediante.
) x11’= a
Xpp1=an+ar” , Vn21

Calcular lim x, , si |r|<]1. R IL .
n ;\ . -r

0 2.8 SUB SUCESION

Deﬁnicién: Una subsucesufm de una sucesxén x:INT —> IR es una sucesién de la
' n—> x(n)

forma k o x: N* —> R donde k:IN* —> IN * es una funcién creciente (esto es
. n—>(kox)n)

k(m)> k(n),si m>n)

PEEY
Lo que ha Sucedido es la siguiente compogicién de funciones:
. fox

Notacién:  Una subsucesion de (x,,) se denota por (‘xk,, ).

Ejemplo 1.

Sea la sucesion (x,),>) donde x, = (~1)" -2~
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a) Si k(n)=2n,entonces (xokXn)=x(k(n)

k, =2n =x(2n)
2n
=D ﬁh
' 2n
xkn 1+4n
b) Si k,=2n-1, entonces x, =(-D*""' o
_2n-1
P 4n-1
" Ejemplo 2.
Sea la sucesién (x,),>, donde x, = 72—:—;5
a) Una subsucesion de (x,) es (xp,),donde x,, = ﬁz;()z',;
_4n-1
T 1+6n
b) Otra subsucesién de (x,,) es (x3,_1),donde x3,_; =1£(;3§(;_,?_:{§
» _6n-3
T 9n-2
Donde: Limkx,, =.—§- , Limx,, =-§- »  Lim x3,_; =’;2;‘
n—»c n—-w v n—o
Ejemplo 3.
2n-1
Sea (x,),s], donde x, =(-1)" l: rr
. ) 2n 2(2n)-1
‘a) Una subsucesion de (x,) es (x3,), donde x;, =(-1) T+a0n
_4n-1
T 1+8n

2n-1.2(2n-D=1-

b) Una subsucesion de (x,) es (¥,_1).donde xy,_; =(-1) e
' __4n-3
. 8n-3
Donde: Lim x3, =% y. Limx,, =..%
n—>© n—»wo
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De estos ejémblos se deduce una importante proposicion: :

Si una sucesién es convergente, entonces cualquier subsucesién, también es conver-
gente. Lo reciproco no es cierto. -

TEOREMA 2 Si Lim x, =a, entonces toda subsucesiéon de (x,) converge al mismo
n—o

_ limite “a”.
Demostracién: .
Una subsucesion de (x,) es (xy, )
Debo déinoétrar que:
(V & > 0) (3 un subindice de n, € IN) tal que si >nk0 = |x,, —dl<g

Veamos:

1. Por h1pétesns si lim x, =a entonces para £ > 0, existen un nimero natural tal que
n-»w

si n}no = |x,—-a|<¢€.

2. Los términos de la subsucesién (x,,k) son: (x,,l,x seees X 5ees Xy - )

3. Como los 1nd1ces de una subsucesién forman un subconjunto infinito de IV, es posible
encontrar un indice k tal que m >ng.

4.

Por3.y LSi m >m >ny = Ixnk ~a| < g, por tanto: hm X =a.

TEOREMA 3|  Toda sucesién convergente es ACOTADA,

Demostracién:

Debo demostrar que IM >0 tal que |x, l <M Vne W+
Veamos:
1. Por hlpéteSIS Sea (x,,) una sucesion’ convergente Si (x,;) converge al niimero real a,

entonces (Ve>0)3@ANeN)tg. n>N = [x,—al <& ....oooeeen. FERRCNNEL (x)

2. La proposu::én (r) es verdadero V £>0, en pamcular sera verdadero para & = L, enton-,_
ces téndremos ,
‘ |x,—al<1 & x, € Ja-l,a+][
> x| -lal <%, —al <1 |
= xl<lal+l, Va> N
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 3. La desigualdad: 4x,| <|af + 1 se cumpleséh para los mmmales mayores que
N. Debemos hacer cumplir que |x,| sea menes que un nimero reat positivo para fodo
neIN‘. ' o |
4. Fijemes nuestra mirada en los términos de la sucesién:
7 {x],xz,'...,‘xN,a—rl,a+l,x}V+1,xN+2,...}=
={x,%,:.,Xy,a-La+1} U {JSN;IJNnr--} :
4 B
Se tiene: -

i)" A4 es un conjunto finito de niimeros reales y por tanto es acotado. Supongamos que m
sea el menor.valor y s el mayor valor, entonces m < x; <s para todos los elementos

de x; € 4.
Pero m<x;<s = |x;|<max{|ml||s|}=K ,1<i<N
if) Por otro lado: |x,| <|a|+1, Vn>N '
En consecuencia por (i) A (ii) se deduce que IM>0 tal que:
|x,| <M , Vn=123,,. ,N,N+1,...

Consecuencia: . ,
Si (x,) es convergente implica que (x,) es ACOTADA, pero, si (x,) ®s acotada, no
implica que (x,) sea convergente.

Ejemplo: - _ ‘ _
La sucesién ((=1)"),s; cuyos elementos son: (-1,1,—1,...); es ACOTADA. Pues |x,|<1,

VY ne IN* . Pero no es convergente, porque: Lim: xz,,' =1y Limx,,_;=-1.
n— '

TEOREMA 4|  Toda sucesién monétona y acotada es convergente.

Demostracién:
-Las hipétesis son: P, :  (x,) es monétona
- Py 1 (x,) esacotada.
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Debo probar que: 3y e IN tal que |x,~a| <&, V&>0, si n>ny para afirmar que
Limx,=a. ‘ ‘

=

2

Por Py, pueden ocurrir dos cosas: - Caso1:, . (x,) es no-decreciente
Caso2: (x,) esno-creciente

Por P, existen dos nimeros reales k y s tal qué k<x, <s, Vne N*

Ciso 1:
i) Si (x;) es no-decreciente, se cumple la relacién:
X SN S S X S Xy 4 S SXy S

i) Si {x,) es acotado superiormente, tiene supremo. :

Sea a=sup{x, ,n=12,...} . Debo probar que a=Limx,.
Si a es el sﬁpfefno, entonces dado cualquier ¢ >0, existe algin nimero natural 7, tal
que a—& <X, ’

Pero: x, <X, ,sin>n [(x,) es no-decreciente]

Luego, si n>ny = a—e<x, <x,

= a-&£<x,

Como aes el supremo, entonces Xx,, <a, V‘\ne nN*
Asitendremos:  Si n>ny = a-&<x,<a
= ,a—_e<x,,’$a<a+s
| > a-g<x,<a+e
= |x,-dl<e
Lo cual implica: Limx, =a k

n—»o

Caso 2: (x,) esno-creciente y acota inferiormente.
Debo probar que inf{x,}=a= Lim x,
. n—>0 )

Queda como gjercicio... ...



COM.-’ Si una sucesién monétona (x,) posee una subsucesitn eonvergente, entonces
(x,) es cdnv'ergeate.' ,

Por demostrar que: (x,) es convergente.

1.

Sea la sucesién (S,),>; donde S, =1+a+a”+a” +...+a"

(x,) e.s monbtona ... i (Hipétésis)

Si una subsucesién (x, ) es convergente, entonces es ACOTADA. Es decir, existe

M>0, télque 1 | <M, thew*. En particular si m, = entonées X, <M,

me N* o cual implica que (x,) es acotada.

Segun el Teorema 4: Si (x,) es moné-t_o'nav y acotada, entonces (x,,) es>converge‘me. _

2.8.1 EJEMPLOS ESPECIALES

. Lasucesion (a),») =(a,a,q,...a,...)

-'Se llama sucesiorconstante y es convergente, pues Lima=a

n—>»o
La sucesion (x,),s tal que x, =(~1)" es acotada, pero no es convergente.

Al expresar por extensién tenemos (xp)=(-1LL-L...).

Tenemos:

4) (X,)n>] €S ACOTADA, porque ~1<x, <1, Vne N*

b) (x,,‘) no es CONVERGENTE, porque las subsucesiones (x;,) ¥ (xp,-1) tienen limi-

tes diferentes: Lim x, =1 y Limx,,_; =-1
. n-—»oo : -

. ‘Lasucesion (a" ), es convergente si 0 <a<1

Se cumple: Lima” =0,si0<a<1
‘n—>®

2 3 1
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Se cumple:.  Lim S, =%;si O<a<l,
n—»w Ta ‘
Solucion:
2

n—1

Multiplicar por (1= a) ambos miembros de la igualdad S, =1+ a+a*+...+a

Se obtiene:  (1-a)S, =(14a)(1+a+a2+...+a”:?)

(1-a)S, =1-4"

- " . 3 . . 3 .
S,,_=l—l—a—,luego Lme,,=I#A;pues Lima"” =0,si 0<a<1
“a. n—»wo -a n—wo

Demostracién:

Dado £>0, Bﬁoew+; n>ny = Sn..l__l._.

a

<&

Busqueda de ny en funcion de &

De S — 1 |_[1=d" 1 ‘O<axt
" l-af [l-a 1-a 0>-a>-1,sumar 1
—.a _ 1>1-a>0
baa o7 al gplicar valor absoluto:
. ) ll-a|=1-a
Perosi  n>n i-<e :

" <(l-a)e Nota: si O<a<l

entonces Lna<0

=

=

= " nlna< Ln(l —'a‘)s
= —nlna>-Ln(l-a)e
el

Ln(1-a) : P
n>"Tna ¢ _ -y=Ln(x)
s :
Hacer: no;'[.‘:’%‘i‘.ﬂﬂ 0 x
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‘Observaciones: .

Algunas aplicaciones de las sucesiones convergentes, son:

a) Hallar la soluci6n de ecugciones en diferencias de orden 1.
La soluci6n de 1a ecuaci6n en diferencia 2P, + F,_; =6

es.P,=A(——) +2 {=’(')V,Iv~,"2,'3,... ; donde lim P, =2

t—>+w0

b) El 4rea de laregion £, es:

S (x)=9-x?
k | k=1 "

area(R);(s —-_O)nl_i:r:w{—"; 3 A o+’f<_3‘i))}

= 1842

a 2.9" 'PROPIEDADES AR"METICAS DE LOS LIMITES

A continua¢ién estudlaremos el limite de una suma de sucesiones, de un producto y de
una drvtsfén

TEOREMA 5 Si- Lith%;=0" ¥ (¥,)s>1 €S una sucesion- acotada, entonces
: : n—o g
Lim (x,y,)=0.
n—o
Demostracién:

Deboprc;tiarque: Dadoun £>0, Inye N* talque n>ny = |x,y,-0|<¢.

V amos:

. 8i Limx, = 0 entences dado §>0,3 g eN”
n—»o0

tal que: n>n0 2 xpl < E )

2. Si(y,) es ACOTADA, entonces 3 M >0 tal que:
se cumple |y, | < M ......... VneN* i IR 10))
/ ‘ ‘

3. Al multlphcar MA@ |x,]lyel < Mg
1%y Vpl<Mep ........ e 3)
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4. Cqmb, la proposicién en (1) se cumple V & >0, en particular se cumplira para éli ==;L—A‘7 ;
‘que al reemplazar en (3) obtendr_erhds: 1%, yn| < M £ =& siempre que n>ny, lo cual

implica que }_1:1; XpYn=0.

TEOREMA6| Si Limx,=a A Limy, =b, entonces:

. ™ n—»oo

1. Lim(x,+y,)=a+b; Lim(x,-y,)=a-b
n—»w
2. Lim(x,-y,)=a-b.
. s X gl ‘e
3. le-ﬂ_%’ 51 b*0
Prueba de 1.
Debo probar que: dado £>0, Inpe IN*; n>n = i(x;,+y,,)—(a-#b)| <e

Veames:

1) En |(x, +;)—(a+b)| aplicar la desigualdad triangular que nos permita usar las hipt-
tesis. -

Asi: |5 +yn)=(@+)| =15, = @)+ =B)I < |, 2l + 17, B

? 0
£ £
7 2
Necesariamente debe ser:  |x, —a| < £ A lya-bl< —;— para  afirmar  que-

|(x,,}y,,).—(a+b)| <E.

2) Por hipétesis: -
a) Limx,=a,entoncesdado £>0, Ime N*; n>m = |x,-a|<1£
n—>o0 S 2 : : ’ 2
TR ' £ , ag : Ny —bl< £
b) :ﬂgy,,—b_,entoncq‘sdado_2>k0, Ame N7, n>n2k = ly”, b1<_’2_(‘
3) Por tanto, si escogemos ry =max{n,n, } , entonces:
Visny = |G +y,)-(a+b)<s
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Lo cual prueba que Lim(x, +y,)=a+b

Observaciones:
Se escoge ny =max{n,n,} porque n debe ser suficientemente grande para que to-

da vez que n > #y, los términos (x,, + y,,) se acerquen al nimero a+5.

Prueba de 2.
Debo demostrar quesBado £ > 0, existe ry € IN' , tal que si n>ny = |x,y, —abj < &
Veamos:
1) Hacer:  |x,y, - bl = |x,, — ay, + ay, ~ab|
= | yn(xp —a)+a(y, -b)|
s&dlxn—a|+ iff_l. ly,-bl<e

——— N ——
M £ lal+1 £
2M 2(jaj+1)

2) Bastara, aplicar las hipotesis:
a) Como (y,) converge al nfimero b, entonces es acotada; es decir:
IM >0 talque |p,|<M VneN*

b) Como |a| <|a|+1; Vae R A Lim y, =b, entonces:
n—>o

Dado ¢ = existe m € IN" talque.Si n>nm = |y,-b|<¢g

PR -
2(jal+1)°

¢) Como Lim x, =a, entonces dado & =§§A7’ existe nmye€ IN* tal que, si
n—»o

n>m = |x,—al< &

3) Aplicar la hipétesis a), b) y c) en (1) y escogiendo ny = max{nj,n, } se tiene:

V n> ny implica |x,y, —ab| < & . Lo cual prueba que Lim x,y, =ab.
n—>®0

Otra manera mas sencilla de probar, es aplicando el Teorema 5 y la siguiente proposicion:

Si Lim x,, =a eatonces Lim(x, -a)=0.
n—>»o n—»o .
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Veamos:
Para afirmar que: Lim(x,y,) = ab bastara probar que: Lim (x,y, —ab)=0
n—»x© n—»o
Pasos a seguir:
1) (x,y,—ab)= (xpyn —ay, +ay, —ab)
= yn(xn -a)+a(yn -b)

2) Luego: Lim(x,y, —ab)= Lim y,(x, -a)+ Lim a(y, —b)
n—»©0 n—»o n—»o

3) Aplicando las hipdtesis:

a) Como (y,) es ACOTADA (por ser convergente) y Lim(x, —a)=0
n—»oo

Entonces Lim y,(x, —a)=0 ... (Per Teo. 5)
n—»o .
b) Como Lim(y,—-b6)=0 A ae IR, entonces Lim a(y, -b)=0
n—>o n—o
4) Al aplicar en (2), obtenemos: Lim (x,y, —ab)=0
n—»

Prueba de 3.

Al definir el Lim2=42 aparece la diferencia In _a.
n—s0 ¥n b Yp b

=1 punto de partida para razonar, es la diferencia In_g

Yn b
bx, —ay, 1
Donde: 22— 4 =2n"Dn _ (py _qy, )1
TR S A G 0
Si pensamos aplicar el Teorema 5, deberemos probar que la sucesion —L_ es acotada y que

by,
Lim (bx, —ay, ) =0 para afirmar que Lim ( In_a ) =0
n—>»0 n—oo Yn b
En efecto:
1) Como Limx, =a A Limy, =b, entonces Lim(bx, —ay,)=ba-ab=0

1

7o €S acotada.
Yn

2) Faltara probar que la sucesion




———
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Obviamente que ésto es verdadero ya que ( L ) es convergente pues; Lim 3—1—- =-b-li- ;
n—>0

b#0.

Entonces dado & >0, existe ny € IN tal que,
| .

Si n>n = ]———;2- <&
’3}——?‘!«9 deducimos;
b; blz I<e e e e ... Propiedad
= L | <L 4 £, £ es muy pequefio
_ By, | b2 y peq
= |5k, Vne Nt

3) Si Lim(bx, —ay,)=0 A ( 1 ) es ACOTADA. Entonccs le[———gy——-’l]#ﬂ', by, #0

by" n-—»w
= le[ n !‘—:I:O
yn b

Lo cual implica que Lim 2 =2 -
o nsw¥n b

Nota:
‘Hay otras dos formas de probar.

Por ejemplo: 1° Probarque Lim-l-=1,
: :  nswdn b7

b#0
'2° Aplicaren  Lim 2= le[ (x, )—]
n—»o Vn

=[Limx,] [ Lim-L ] ...... etc.

TEOREMA 7|  (Permanencia del signo) .

Si Lim x, =a A a>0, entonces existe € IN" tal que V n>ny. im-
R - .

plica x, >0.



Demostracién:

Si Lim x,, = a, entonces dado & >0, existe ny € IN*
n—>o

talque Vn>n0 =S |x,,—a|<£

= x,,‘e(a—s,a+s),do:nde a>0

Como £ es nimero real positivo arbitrario y “muy” pequefio se puede elegir: £=%,por
hipétesis a >0 -
me(a-g.ava) = xe(g.20)
. e f<x <2
Lo cual prueba que Vn>ny = x,>0.

TEOREMA8|  (del Sandwich)
‘ Sean x, Sz,,Sy,, ,Vn€W+

~Si Lim x, = Lim y, -a entonces Limz, =a
S n—® . n—>®

Demostrgcxon. : 7

Debo probar que existe un nimero natural' ny tal que:Si n2ny = 1z, -—al <g ,V £>0
e :
Zp€(a—¢,a+£)

Veamos:- '

1. Segun las hnpétesxs

a) Si Limx, = a, entonces:dado £>0, 3m e N* tal que:
V n>ry implica a—¢ <x,<a+e

‘b),Si‘ Lhny,;:a,entonceédado £>0,3Im e IN* tal que:
V n>ny implica a—£<y,<a+¢

c) ‘Como X, 2, < Yu» Yne IN* podemos elegir:
- ny=max{n,n,} tal quepara n>ny
- mujggrande. ‘
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implica - @a-¢<x,<z,<y,<a+¢

= a-£<z,<a+e¢
L3

2. Porque V n>ny implica a—&<z, <a+¢& con & >0, afirmamos que Limz, =a

0 2.10 SUCESION DE CAUCHY

Introduccion: La proposicién: “V n>n, implica |x,—a| <&, Y&>0” nos indica que
"~ cuando 7 es suficientemente grande (n>ny, es.decir n— +o) entonces la
diferencias-del término x; y el limite “a” es muy pequefia (|x, —a| < ¢):
Dicho de otra manera: la' desigualdad |x, -a| < & .implica que (x,-a)—0, es decir
X, —> a cuando n> ngy . Donde 5, es un nimero natural muy grande.
La desigualdad |x,, —x,| <.& implica que (x,, —x,)—> 0, esto implica x,, = x,,
Es decir cuando m y n son niimeros naturales muy grémdés entonces la diferencia x,, —x,,

es muy pequefio, casi cero. Lo cual nos dice que los términos x,, y x, estan tan préximos
que casi se confunden entre si. Este concepto nos conduce a definir la sucesién de Cauchy.

Definicién: Sea (x,) una sucesién de numeros reales. Se dice que la sucesion (x,) esde
Cauchy si para cualquier &> 0, existe un nimero natural r suficientemente
grande, tal que m >ny A n>ngy implica |x,, —x,| < &. ’

Observaciones:

1. m y n son numeros naturales muy grandes (tienden al infinito), en el cual
mz2nv nzm.

2. Segin la definicién, cuando m A n son muy grandes, entonces x,, y x, estin muy
_ préximos entre si.
LEMA 1. . Toda sucesién de Cauchy es acotada.

Demostracién:

Se debe probar que existen dos nitmeros reales a y 3 tales que @ <x,<f, Vne IN*



Lo que es equivalente en probar quc: existe un nimero real M >0, tal que |x,[< ¥,
Vne N*T

Veamos:

1. Segin hipétesis: (x,) es de-Cauchy, entonces dado £> 0 existe ny € IN* tales que, si
f'mn>no. :>':ix,,ex,,1 <eg. ‘ »

2. Segun esta deﬁmclén s&ncne, m y n suﬁcnentemente grandes y son vanables snendo ny
ﬁjO y ges pequeﬂo y arbltrano

‘3. €Como m y n vanan, 1o que se puede bacer es fijar m y hacer variar n. De I\ stguneng
manera: _

Haclendo m= no yehgwndo &= I(porque ces arbin‘ano)
La definicién dada en 1 es: Vn>n0 m : ]x,,o x,,|<l

= Xng l<x,,<x,,o+l Xny e%ﬁjo

Esta desngua]dadnos indica que los términos: x,,o+i, "mﬂf ... o6tAn dentmdel inter-
valo (,x X, *+l)

También podemos aﬁrmar que‘ 1xa) < Ixp | + 1 . thhd; puesw que:
Dy =%l 2 1l = P | | -

Lo que nos faltaria es anahzar qué suerte tienen los térmmos {x,%,... 5,,0-},' ¢,€6mo
los introducimos dentro de un.intervalo?

. _o‘;-:A"V * o e
X0 Xy X2 x,,o_.’l : x,,o ‘ x”0+l . x,,oﬂ
Lo que se puede hacer es elegxr M= sup{]xll |22l I l | |+l}

Por lo tanto, |x,, [<M; ‘v’neﬂ\/+

Es decir, la succsnén {x,) es acotada.

LEMA 2.  Si una sucesién de Cauchy (x,). posee una subsucesié‘n que _cqnve’rgé al nimero
 real g, entonces Limx, =a. “
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Demostracién: ,
Se debe probar que: Dado £>0, 3ny e IN' tal quesi n > ny entonces |x, —a} < £

Vgamos:
Por hipétesis:
P : (x_,,) es de Cauchy, entonces dado £ >0, Ing e Nt
Ctalque mn>ay = fx,-x,l<%
P,: La subsucesién (¥, )—a, por lo tanto, dado £ existe m=nye N ‘tak- que-

m>m = |x, —al<£
Por B A P, podemes elegir n>m=ny >n
Luego, si n>nmy tendremos: lx,,—-ql = }x,,—x,,l +%X, ~al

stx,,—x,,'!H]x,,l-a(

<£4

N

=g .

[ 11

Lo cual pruebaque: Limx, =a.

|TEOREMA S|  Toda sucesion de Cauchy de mimeros reales es eonvergente..

‘Demostracién:
La demostracion s¢ apoya én la definicion de sucesién de Cauchy y en el lemm: 1.

‘Teorema de Bolzano-Welerstrass para sucesiones:
Una sucesion acotada de niimeros reales tiene una subsucesién convergente:

Leer el libro: Andlisis Matemdtico de uﬁa variable, Robert G. Bartle.
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[F.JERcmlos Seccién 2.10 |

BLOQUEI"

En cada uno de los siguientes problemas hallar ng en funcién de &

01. Probar que :

02. Pfobqr qqe
03. Prqbal: q&e
04. Probar que
05. Probar que

06. Probar qué

07. Probar que

08. Probar qué

09. Probar que -

10. Probar que

Sugerencias:

Lim
n—»oo

(s+3)=0

(1)

14.Si Lim2z

11.si Lmz)x ={  probar  que

n—»

Lim|x,|=|£|. (Lo reciproco es ver-
n—owo ;
" dadero?

12 Sea Lim x, —»0 Paracadanse define

Yu =min{in, ixzi, .,lxni}

Probar que Lim V=0

. N—>0~

138: Limx, =£ A le(x - V)= =0

n -'?m

probar que L1m yn =0

=1= Limy,=a,a#0.

n—»o n—>o

15.Si Limx, =a = Lim>2=b,

. n—>o n—orn

= Limy,=%,b#0.

n—»o

1. Aplicar la propiedad Arqulmedlana a<bn,VabeR*, Vne IN* . Caso particular:

a=1,b=¢.> -'E<£, Vne N*.

2. Aplicar (1+a)" >1+na, Vne IN.

3. Para acotar, aplicar por ejemplo: n<n+1 = % >

1

— uotras formas de acotacién.

4. Definicion: Limx, =a < (VaSO)(Hnove). n>ny = |x,~a|<e.

n—»



Determmar si es convergente o divergente cada sucesion. Si es convergente, hallar el limite
de (x,)p>1 Y (Sp)n>1, respectivamente.
. e

: S 2n+ll : n -
0y, =220 5= X
02 _21'._:"_"_1 _ S =3 0k
me 12 S {;l(oq)
. 03. Xy =n 2 13. Sn:Z(‘%) ‘
o » k=0
; n Nk
0%, =" (%) . 14.5,=3(-4)
. . - k=0 ‘
o \/"; B _ n ) k
05. x, =" K 15, s,,_kgoz(.g)
06. x, = LxCD" 16.5,= 3 2fL )"
- K " S , i Sn; Eoz(‘ﬁ)
0144 5 f(15h)
- _‘ _ k=1 ,
T | | -
Wx=Zi 185, = % 0T
L (-2 | PSR SR
0 =5 18.5,= 2 Grn@
10.x, =2, P50 20.5. =% 1
._x,, n o ) 7 « Op Z kz )
e ) ] Par¥ b

Sugerencias: :
1) En las sucesiones geométricas, aplicar la forinula de la suma:

" i
1+r+r?+. 47 =11_rr .

- separar en fracciones reales y aplicada la pro-

2) Los términos de la forma: (n_—.a—)l(ﬁ_bi'

v * n L )
piedad telescopisa ; (@ -a)=a,-a.
=1 )



 IMITES DE FUNCIONES
REALES DE VARIABLE REAL

CAPITULO

O 3.0 ILUSTRACION GRAFICA DEL LiMITE DE UNA FUNCION

Sea la funcién f:[-7,8] > R definida por:

, . el e . : . x=8
2x+12 , -7<x<-5 :

1 2 : o

z(x+3) +1 , —S<x<l
2, x=1

f(x)=< ‘3+\/-x2+8x—7 L 1‘,<'x’<4-

7, x=4

f-—-g—x+24 R '4<7x56

7x-54
26-%) °

6<x<8

En la grafica de la funcién £ (x) apreciaﬁmS'
a) El hmlte por la izquierda de ~5es2 ( lim f(x)=2)
x—)—S

b) El limite por la derecha de ~5 es2 ( lim f(x)= 2)

. x>-5*
¢) El hrmte de f(x) enx=-5es2 ( hm f(x) 2)
d) El limlte por la-izquierda 1 es 5 ( hm f(x)= 5)

x—-1"

e) El'limite por la derecha de 1 es 3 ( lim f(x)23)
' - x>l ~

N

) No existe limite en x=1 : .
g) El limite de f(x) en x=4 es6 (lim £(x)=6)"
; _ oy . :
h) Ellimite por la izquierda de 8 es +o (esto es, no ex'iste limite por la izquierda de 8)

— 4 —
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D 3.1 ELUMHEDEUNAFUNCIGNREA[DEWREAL

‘ Cuando se estudia. los limites en una funcién real de variable teal, el lector debe tener en
cuenta lo siguiente:

1° Cuando se trata de calcular limites —que es un valor numérico— el estudiante deberd

usar correctamente el ALGEBRA ELEMENTAL y la TRIGONOMETRIA, sobre todo lo

concerniente a las factorizaciones, las racionalizaciones y las identidades trigonomé-

" tricas. ;

' 2° En cambio, si se pide demostrar la existencia del limite de una funclén entonces
acudlremos al ANALISIS, usando las definiciones y teoremas corréctamente.

 Definicion:  Sea f: A — R una funcién con valores reales deﬁmdos en Ac R
Sea x; € IR un punto de acumulaci6n de A.

Diremos que el nimero “L” es el limite de J(x) cuando x tiende hacia x;,.y escribiremos

Lim f(x) =L, si para cada nimero real £ >0, dado’ arbitrariamente, podemos encontrar
x—>X . _ , .
5>0 talque,si xe Ay 0 <|x—-xy| <& entonces | f(x)-L|<«.

Deﬁnici(’m Simbélica: “Sea f:A—> R, .A C R,xo es punto de acumulacién, de 4.

L1m f(x) L (Vs>0)(35>0) talque

'Si xed A 0<|x- x0|<5 = | f(x)- L|<e

Aclaracionés para el uso de esta definicién: -

1) Las letras gnegas EPSILON: (&) y DELTA: (6) representan nimeros reales pequefios posi-
.tivos que se acercan al cero:
Por lo general se escoge 0 <8 <1 y*“e“se expresa en funci6n de “5*

2) Las desigualdades | f(x)=L| <& y |x—xp] < & son las vecindades de L y x, , respec
tivamente, por tanto son intervalos abiertos.

- Por la propiedad: |a| < b < ~b<a<b,si b>0 tenemos



3)

i) x-xl<d

-& <f(x)+,L<e
L-e<f(x)<L+e
f(x)e(L £ L*s)

D If-Ll<e

—5<x x0<5
Xp 6<x<x0+‘5

.H"ﬂ H‘ JII HH

‘ xe(xo'fﬁ,xo+8) :

El’ intervalo (L-&,L+¢) se lama VECiNDAhb entorno de L, de centro en L y radio
>0, '

El mterva!a (xo -8,xp + (5) se llama VECINDAD (o entorno) de xq,.de centro en x, y

~radio §>0.

Aﬁmarque xeAA0<lx x0|<5 =T er5 (A {xo})r\(xo-é'xo+5)
-{xeA0<}x xot«&'}

Por tanto, L1m f (x) L , significa que para todo mtervalo abierto (L -, L+ £) , exis~
te un mtervalo ablerto (xg—6,x5+6) tal que, poméndose

Vé‘ {XEA 0<]x x0|<5}

. unpllca f(Va)C(L 3 L+s)

5)

6)

En consecuencia si volvemos a ﬁjarnos en la definicion de LIMITE tendre.mos da si-
guiente deduccién: :

Aﬁrmarque: . Ix,eA A 0<x—xgl<é& implica | (x)-L| <>e;|

Es equivalente a deeir: [Si xeAn(x —5,xo +8) = f(x) e»(L -&,L +€§J k

!
4

xgg A (a veces xo e4d ) Es decir, no se exige que xo sea elemento de dosmmo def.

Segun la definicion de limite, sélo tlene sentldo escribir L1m f (x) L cuando xo es

punto de acumulac:én de A.

f(x) seacercaa Le IR cuando x se acercaa x; .
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8) Para los efectos de Ios ejcrcmos précncos debera recordarse las siguientes definiciones:

Def'mlcmn l - Sea la funmén fI->R, donde I= Dommlo de f.
f (I) =Rangode f

"-Se dice que la funcién f ESTA ACOTADO SUPERIORMENTE SOBRE EL
CONJUNTO A, AC I, si existe un niimero c € IR, tal que:

f(x)<c Vxed,Acl |

v ‘——~ Se llama dota supenor def. sobre A.

@ﬁnicién 2- Séa lafuncién f:/ - IR.donde I= Dominio de f
f(I)=Rangode f

Diremos que la- funcién f ESTA ACOTADO INFERIORMENTE SOBRE EL
CONJUNTO A, Ac I, si existe un nimero k € IR, tal que:

f(X)2k|Vxed, Acl

: l——— Se llama cota inferior de f sobre B.

Def nicion 3.- Sea la funcu’)n [ I - R, donde {'=Dominio de /.
' f)= Rango de f
Diremos que la funcién f(x) ESTA ACOTADO, en el conjunto 4, AcI
"si_f(x) tiene cota SUPERIOR E INFERIOR. Es decir existen dos numeros
reales cyktalque ke f(x)<c,Vxed '

Otra definicion equlvalente es: f(x) ESTA ACOTADO en 4, si existe un niimero real po-
sitivo M tal que: - ;
/@M |Vxed
/ ' l——Se llama cOTA

I"’mpqsic'ibn:‘ k<f(x)sc, V xe4d ilnpliéa | f(x)| £ M ; donde M =méx{|k|,|c|}
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Ejemplos:
1) Seala funcién f(x)=2x"-1, x € (~w,2) =Dominio de f

Eri el grafico podémos apreciar lo siguiente:

z) f (x) 2x2-1, no ' Ve'sté‘ acocédo i
superlormente para todo x € (—co 2).

'Fii) f()=2x%-1, ests acotada inferiormente
para todo x € (=, 2), por lo tanto tzene in-

-2 X
Tconmmom . fimo,
COTAS INFERIORES| .~ =
a) EI mﬁmo defes“-—l” porque —1<f(x) Vxe(—-oo 2)
bb) Ademé.s el mimmo de f (x) es “—1” porque 1 pertenece al rango. de f .
Rang(f) = - 1+°°) : :

Aclarac16n~ “El fnﬁmo es el mayor de las cetas mfer:ores Si el infimo pertenece al ‘
' - rango de la funcién, entonces dxcho infimo es el minimo _ '

2) Sea la funcién: g(x):‘:zx —-2, x.;-}5~4,5]

- Conjunto de -
cotas superiores

/ : 5 ¥
R E Gomumode
cotas inferiores *
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En ¢l gréfico podemos apreciar lo siguiente:

' i) La func16n g(x) —-—»x -—2 estd acotado inferiormente para todo xe ]—4 5], por lo
: tanto tiene infimo. ¢

El infimo es “—2” pues: -2< < g(x) Vv x € ]-4,5]

' Adems: mimmo de g(x) es 2, porque -2 pertenece al rango de g(x)

i) La func:én g(x) ==—x -2 esté acomdﬂ supenormente para todo xel- 4 5] por
< lo tanto, tiene supremo

El supremo es 1 » pues: l}_z g(x) V xe ]‘—>4,5‘] .

Ademés méxnmo de g(x) es -~ 4 porque 4 pertenece al rangode g(x)
‘ Rango(g) ye[ -2, ”]

Aclamclon El supremo es la menor de las cotas superlores Si el supremo peﬂ.cne-
ce al rango de la funci6n, entonces dlcho supremo esel méxnmo

7 _,iiz)‘ Como g(x) estd acotado superior & mfenormente, podemos escribir asi;
2<g(x)<il Vixe]-45]

L3 g!g(x)fs 17 donde ”—méx{ -2, ’17”

. lLa desxgualdad ig(x)l —Z— mdlca que la funcxén g(x) esta acotado por

.AI\).

9) Para los efectos de la ACOTACION DE FUNCIONES debe conocerse Ias s1gmentes prople-
-dades: _
Si 5>0 entonces]al<b e -b<a<b

latb| <|a| +[B]............ Propiedad Triangular
~labl=lallb]

_lal

=15 b#0

a
b




|-l =la|
la-b|=|b-al
}azi-laf-a

1 <1 Va >1
T g

aj+ay+..+a,
'a 20 ,'V aelR
10) Finalmente debo decir que, e los jercicios practicos relativos a las demostraciones de
la existencia del limite, haré uso con relativa -exclusividad de la propiedad

lal<b < -b<a<b,si.b>0. Estolohagoparaevntarlaconﬁmﬂ:quesecomete
erréneamente cuando no se conocen otras propledades

11) Al aplicar la definicién de limite, se trata de demostrar la existencia de Sen términos
des

0 3.2 APHEAGIONES DE LA DEFINICION DEL LIMITE DE
. UNAFUNCION REAL DE VARIABLE REAL

Demostrar que las proposiciones siguientes se cumplen:

Problema 1- Lin;(23;+l)=15, x€ A=(~0,7)U(T,+x)
; x-7 : .
Demostracién: _
1) Por definicién de limite, tenemos:

Lnn(2x+1) 15 < (Ve>0),(36>0),si xed A 0<|x—7|<6‘

X,—>7

entonces |(2x+1)—15|<£ ,

Bt’lsqueda de & en funcién de £

- Usando la h1p(>te51s (la desigualdad) |x-7|< &, trataré de hallar UNA COTA (en fun-
cion de 6) DEL TERMINO |(2x+1)-15|. .
" Para tal efecto partiré del térmmo 1(2x+1) -15| la snnphﬁcaré (factonzando, ra-

cionalizando 6 usando identidades tngonométncas -—seg\m sea el caso—) DE MODO QUE
APAREZCA EL TERMINO |x -7 :
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Veamos: » v ’
2) Pero |(2x+1)=15| =|2x~14| = |2(x=T)| = |2||x =7} = 2|x=7|
3) Por hipbtesis tenfamos: [x~7| < &
~4) Apartirde |x-7{ < & formaré eliémino:*Zix-—ﬂ
Asi,si|x-7|<d - ' ,
Multiplicadopor 2 = 2|x-7|< 28

[2x+1)-18| < 28 «— cor4

N SEREE—

If(x) Li<s

5) Escojo 26=¢ <= |d=1e

¢ w.emz Jim, (2x-4) =~ xed 4=(-1-4)o(-4)
Demostracién: |

1) Por definicién de limites, se tiene:

Lim (2x——)-——§ = v £>0)@5>0)
X>— 2
k sii x€ed A 0<Ix—(;~’i)l<5

‘ eMes_ KZx—é—)_—(_—'%)] <&

Biisqueda de J en funcién de ¢ -

2 it [(e4)- (|-l
e

) Porhipéﬁsisgegﬂnosq@:!x+%’<3
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4) A partir de |x+1| <& formaré el tgrmino 2|x+1| -

'5) Asis; : Tx+%l<5

6) Escojo: 25=s — |6=%

Asf habré demcﬁim‘wje: ‘ l(h—%);(_g)'<g 8.q0<|x+4|<s=£ A xe4

| m @ 3x4D=10, xe 4, =03V
De momcmn
Por definicién de Hmites tenemos:

lim (2x2 ~3x+1) =10 > (¥s>035>0)
x-3 o . :

mlque,sixed A 0<|x-3|<5.

Entonces: Q(2x2 —3£‘+1)—10|'< .

- Biisqueda de & en Funciénde &

1 Coin_d hip’éié#is kenemos: |x -3}< &

2) Pero: 1222 =32 4+1)-10] = [2x% 3% 9| = |x-312x+3)

En ésta simplificacién aparece el término |x—3| que est4 acotado por 5 (Segun el paso
1). Lo que me falta acotar es el ténmno 12x +3| :

Entonqes debo buscar un niimero real posmvo M, tal que: ‘ 2x + 3| < M «—COoT4 '



3) Para ello tomemos é‘,'d‘e tal modo que «—cors-

4) Luego usando el ﬁaso (1) y (3»tenemos:
Si (jx-3|<8 A & <1) entonces (|x—3|<1)

(esto, POR EL AXIOMA DE TRANSITIVIDAD: Si a<b A b<c = a<c)

5) De: |x-3| <1 ;

R ‘ A parir de esta desigualdad -
= ~1<x-3<1 . formaré el término [2x+3|.

= 4<:2x<8 (multiplicar por 2)
=  7<2x43<1l . (Sumar3)
= —{l<7<2x+3<11 |

:; v—11<‘2x'+3+il '

= [ =M e )

Y

7) Multiplico la deéigualdad de (1) con la desigualdad de (6):

Asisii  |x-3]<6
AT [2x+3| <11

= |x-3|]2x+3| <116
——

2x% -3x-9|< &

8) Hago 116=¢ <= J=F

9) Por el paso (3) tengo que “ 5 » estd acotado por “1”'y por-el paso (8) tengo que & = ﬁ-

Luego, escojo: & = min{ l,ﬁ } —j&_ Co
it . ~— Esto signiﬁcal.que debo escoger un -

S que sea la minima cota entre las
* cotas 1y £ siendo“ g ” arbitrario.
Y .
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Asi, he demostrado que:

Sixed A O<Ix 3|<5=> |(2x —3x+1)- 10]<g donde &= mm{ —%}..

NOTA DE momm ACLARACIGN cou RESPECTO A 1A DBFINICI()N DE LIMITE

Sea f.A-_———) ﬂi; A,c R,-xo puntodeacumnlacxéndeA.
La definicién: lim f(x)=L <= (V&>0)(35>0) tal que
x>Xg i

[f(x)-L|<¢ SIEMPREQUE x€ 4 A 0 ¢}x~xg}< 8

ES EQUIVALENTE A DECIR QUE:
Si (xed A O<|z-x|<8) = If(®)-Li<s

30,21
x>0

mostmcién:

| Por deﬁmclén de limite tenemos: . hmo( 1- -’52— )‘= 1 < (V&>0)(3d(e)>0)
ot S X
)-i}<c)

Bisqueda de & en funcion de &

talqpe': (0<|x|<_§ Axed) = (L(]..

LS

2. Parto de: l( lél‘i' —1| y la simplifico hasta que aparezca el término |x|.

Veamos: |1--——1| | l [ ||x1—l|x12

3. Por hlpétems, tenemos que: -I.xl <8
eleyoal cugdrédo = |xp <8

multiplicado por % = '.w%ix\'yz/.'ii %52 :

e-2)

< €&
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4 Hacemos —-52—5 = 62—23 = &= \[2?

Asi, he demostrado que:

< £ ,donde 6 = \/2_5- £>0

(IXI<5 A xeA)zt 1-% -

Problema5] ,lhng(x3+x2e2x)=l40, xed, A=(4,5)U(58).
) x> T V'

Demostracién:
1.

Por definici6n de limite, tenemos que:

1im5(x3 +x2-2x)=140 <> (V &>0)(35>0), tal que:
x> ] .

(xed A 0<|x=5]<8) = (¥ +x*-2x)-140/< &)
HIPOTESIS TéSIS

Parto de |(x3 +x% - 2x> —140] y la simplifico hasta que aparezca el término |x 5| .

Veamos: 1(x +x2 —2x) 140| = |x +x2=2x- -140]

\
FACTORIZAR POR RUFFINL: = |x—5Hx +6x+28|

Por hipétesis tenemos que: |x = Sj <O e, e en et et et (3G
Lo que falta es hallar-una cota .M >0, tal Que Ix’2 +6x+ 28[ <M

Ahora bien, para hallar M puedo proceder de dos maneras, para ambas maneras, .Elg:bbd
recurrir a un DELTA AUXILIAR 5 <1, §; >0.

Veamos:

5 Sijx-5|<é<l=8 =
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1ra. Manera: {— 2da. Manera:
=3 <1 Usando la propiedad triangular:
Hlexadsd ‘ la+b|<|a+|b]
,I-—"4 <’x<6f——,—l o - :
B pirie ML | 2 +6x+28]=|x% —5x+5x +6x + 28|
164 g 3; ot 6036 =|x(x=5)+11x+28|
C16<x” < <bx< : ot R S
Sumar mi . . ..sj!xll/x—5!+.11'|x|+28-
"““""‘“_l Tcming j o
: 1 comoix—5|i<I=><]xj(1)+11{x}+28
40<x?+6x<72 ! v A ;'-xli.?tfx:+28} H
Sumar28: . S =12|x-5+5|+28
40428 <x? +6x+28<72+28 <12(|x-5|+5)+28
68 <x? +6x+28<100 =12|x 5|+ 60+28
= |2 +6x+28]<100.......... (5% | =12(1)+60+28~100
Multiplico (3*) por (5%): _ Como vemos:

6 R P - |x? +6x+28/<100=M
|x=5]|x% +6x+28| < 1005
\ i

I3 +x2-20)-140] < &

100

7. Haciendo 1006=¢ = |6=-L¢ , escogemos & =min{ l,-—‘—}
- Asi, queda demostrado Que: .

(1x-Si<o=min{1,&} A xed) = (03 +x?-20)-140/<2)
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| EJERCICIOS Seccion 3.1 |

Usando las definiciones de limite, demostrar que:

01 lim (x2-3x+5)=9 " Rpta. &=1 06 lim(x—1}x+2)==-2
o x4 - - : x>0
x> ' 52 ,
, 6 ,
0 lim (x +3x)-—2 © Rpta. &=1 O lim(x2-x)=0
x=>-2 . ) x>0 .
: 2‘
03. lim (1 —2x-= 3x )=-20 08. lim G- x2)~-—1
x—>-3- x>-2
Cgim{iot, 2o 1 L
04,3121(2 3% Az) -3 _09.‘;:1_1’111‘(1 x=x)=-1 .
05 lim (a? +hrec)= ax0+bx0+c 10, lim (4x? ~2x+1) =1
X=Xy - » x—)i
Problema 6]  Demostrar que: lim (1+ X =1, %€ 4, A=[-1,05U(0,1]
N Jm " =1,"2¢ :
De_mgg_trgcxon

1) Por definicion de limxtes tenemos que: hm (1 + x) =1 (V £>0)(36(e)> 0) tal

que, ({x}<’5' A xeA) ::>,.(;(l+x) —-lf<£)

- Biisqueda de & en f“uyngcvién'de; ,

'~ 2) Partimos de| (l.+Ax)~3 ~1|'y Jo simplifico hasta que aparezca el término ||.

Veamos: 1(1+x)3—11——s(1+x) 11 +x)% +A+x)+1|

—[le+2x+x +1+x+11

=lxl|x +3x+3|

' 3) Por hipbtesis tenemos que |x|< & .............. ettt s €]



4) Lo que falta ahora, es hallar una COTA M >0, tal que: |x +3x+3|< M

Para ello, tomemos un 8auxiliar,digamos 6, =1 de tal manera que 0<5<1=4;.

5) Pero, por los pasos (3) y (4) podemos hacer la sngmente deducc:én

Si, (Ix|]<6 A 6<1) = |x|<l

A pamr de |x| <1, podemos acotar el término (x* +3x+3)

VoyaexponerdosmanemsdeAwI‘Ax, lapmmfonmacompletandocmdradosyenla

segunda fonna usaré la propledad triangular.

Veamos:

-l<x<l
Completando cuadrados en: '

A 43x3=x +3x+5-343

. 2
=(x+%) +3
Como: -i<x<1
. 3.1
Sumar%. 1+%<x+2<1+%

%<x+%{%

s
Elevar al cuadrado: -“I<(x+1) <3

2) <
AV
) . 2
Sumar %. -}‘-+%<(x+%) +3<2.3
2
= l<(x+%) +3<7

Aphcando 1a propiedad triangular en. |
|x. +3x+3|, tenemos:

|22 +3x+3| S |x2| + 3|x] + 3
<|x)? 43|x|+3
Como:

Cxl<l = <@ +3)+3=T

Como vemos:

12 +3x+3|<T=M......... (5%



6) Multiplicar las desiguaidades (3*)y (5*): ||

(3

1a+x)> )

7) Haciendo 76 =¢ = 6 =% y escogiendo & = min{ L2 } queda demostrado:
Sixedn 0<|x|<5=min{l,-';-} = |Q+x)P-1|<e

. Observacién: Cuando-se trata de -acotar funciones: polinéthicas, Mo necesariamente -

tengo que escoger ¢l delta auxiliar como 8 =+, también puede ser
5 —- 6 Oy ==, etc. pero debe ser un numero pequefio El problema
: fundamental es poder acotar. '

'O 3.3 LiMITES DE FUNCIONES QUE CONTIENEN RAZ CUADRADA

Cuando se trata de ACOTAR funciones con RAfz CUADRADA necesariamente se trabaja
con el domlmo de la funclén raiz cuadrada

: Ejemplos

1. El dominio de y—J2x 1 es: 2x-— l>0:>x

NI-—

2. El dominio'de y=v9-x2 es: 9-x220'= x2<9 = -3<x<3

3. El dominio de y=J1—_x "5,\/27‘—] es:
(1-x20 A 2x-120) . | | :
Cx<1 A xz-;- 4_WW__,
] 7

Problema7 | @ Demostrar lim J1+x=0, xe(l,3]=4

x—>-1*

Donde el dominio de f(x)=+1+x,es 1+x20 = x>-1
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1. lim J1+x =0 = (Ve>0)(36>0), talque
—)—l

Si (0<,x+l<é‘ A xed) = ]Jl-+x|<é.’

Bisqueda de & en funcién de &

2. Partimos de |J1+x| =Jl+x , puestoque 1+x20

Como vemos, ya apareci6 el término (1+ x) dentro de la RAiZ.

3. Por hipétesis, teniamos: 0 <x+1<J extrayendo la raiz cuadrada:

0<,/x+
|J§T| < e

4. Hacemos: & =¢ = 6=¢2

Problema8 | Demostrar que: lﬁns(S +5x)=10, x€[0,5)U(5,0) =4
x—> A

Demostracion: ,
1. Por definici6n de limite, debo demostrar que (V&> 0) (36>0) tal que, si:
(0<|x-5|<8 A xed) = (|5+/5x-10|< &)

2. Partimos de |5+J§§-1‘0|,‘ sumo, racionalizo y factorizo hasta obtener el término
|x-5|.

Veamos: |5+J5_x 10|—|J5_x 5= l(«/§ 5)‘—7‘@%

— 5x-25 — (x—5)
J§+5 Js—x+5
=5)x 5| {d—

1J_+5|
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3. Por hipétesis ya tenemos que:  [x—~5] <& .ooeevurirriiiereeeiininnnnn (3%):

Lo que falta, es hallar una cota M >0, tal éﬁe'.‘ : Nota: I5x ;5| =J5x+5
11 ’

Wores e M SE IS Pues V5x+550, Vx>0

4. La ACOTACION de 7??:?5 se logra akpia’rtir* del domit;ié)»de f(x)=5+ \/S_x

Pues: xeDom(f) <= 5x20
=> x20

= xe[o 400§

En consecuencia, para acotar el término #_; partiré de 5x>0.
X+ N

Tomo raiz cuadrada : J5x20 o
Sumo 5 : «/§+520+5
Inviert : L _<laoM| o .
nvierto s S3 ‘ @é*

5. Multlphcar las desigualdades (3%) y (4%): |x— 5|T=—sla

Multiplicado por 5: 5|x-5| < 5¢=6
\_/ . 5
15+J5_x—10| S &

6. Escogemos

- Siguiendo el mismo método, demostrar 10s siguientes imutes del 9 al 12:

Problema 9 lim (2-3x) =-1 Rpta. M=1,5
x—3 v

Problema 10 lim 2++/2x) =4 Rpta. M=1,s
x-2 i

Problema 11 limA—x=2 Rpta. M=1,5=2¢

x—>0

i

&

£
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Problema 12 1im4Jx+5=3 Rpta. M=§ , 6=3¢
o x> : S

Problema 13 Demostrar que: liml\j4— 2. , xe[-2,1)u(1,2]
~ x>

Demostracién:
1. Debo demostrar que (V £ >0)(3J >0), tal que,

Sit (0<|x—1<& A xe[-2,2]-{1}) = (Wa-x2 —B|<é)

Bisqueda de & en funcién de ¢

2. Partimos de: |\/4 ~x2 -3 |, racionalizar y factorizar hasta obtener el termino:

Veamos: ‘
Wama? — 3= | (= -5y Yoz oD
4-x2+'/§k :
I e T DO | B R | B | B2
, \/4—_x2+s/5 l\/;—xz +\3] J4—x2 +3
=[x ~1] for+ 1oL —
S S aJ4 = 2% 43
N-x|=|x-1 ,
Nota: -
' {Wa-x2 +3) = Va-x2 +\3 , Vxe[-2,2]-{1}
3. Por hipotesis tenemos que: jx—1/<d ..... ST PRRPR (3%
4 Lo que falta ahora, es acotar los términos: Ix-_l—ll‘y e

\/4-x2 +J§

i hallar e nimero M, tal que, |x-+1| -—L—— <M
Es decir, debemos hallar el nimero que, [x+1| -+
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Veamos:

PARTIR DEL DOMINIO
vel-2,2]-{1}

Si xe[-2,2] Como ...  4-x230
= -2<xx<2
Extraer raiz \/4—x2 20
Sumar1l: -1<x+1<3 '
= |x+1]<3 S“mafﬂ/g- Va-x? +43243
. A .
i Invertir...... :
E 4-x +~/_ T
o A
MULTIPLICAR MIEMBRO A MIEMBRO
x+1 1 <3-L=M . @%
I lrﬂf—x’ R . ,
5. Multiplicar 3*)y (%)~ |x~1||x+]j—t— _ 3L
r L <
R . ;}4—15 +J§J g 75

‘1,}4-;2 - o8

6. Hacer 3%5 =e> 45 =—‘/§§—s,sien'dok &> 0 y arbitrario.

y A‘Sl€1:>§-{—-=-.

0JO: ¢ debe ser un niimero muy pequefio; di-
gémbs £=0.01 6 £=0.001 6 quizds mas pe-

quefio. Aquf he tomado & =1 sélo por comodi-

2 WP —%  dad en el grafico.
. A .
o ew
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Problema 14 Demostrar que: lim

v x94J;+
- Demostracién: .
1. Debo probar que (V £>0) (35> 0), tal que,

L xed= =[0.4y04, oo)

' Si (0<|x-4]<8 A x€A) >

<&

41
Jx+2 4

Bﬁsqueda de Sen funclén de &

2. Partimos de lT———-; para sumar, raclenﬁlw faetonzar hasta encontrar el tér-

mino |x -4, luego nos ponemos a acotar.

1 1|_.

R

* Veamos:

=—|x-4|! :
4 ]\\(./;+2)’,

3. Pofhipétesis tenemos que: [x—'4|<5 3%

4-x
4(x +2)%

Lo que falta, es hallar una cota M > O tal que, J_ 2)2
Para ello partimos de: x € [0,%0) —{4}=4
= x20
‘g)gtraer raiz: : \/; >
Sumar2: = F+22042

" _Elevar al cuadrado:_ = (\/; + 2)2 >4

. 1 1_ ‘ .
Invertir: = (J;+2)z~5Z—M--"-’"-'(3")

4. Ahora multlphca.mos las desngualdades By (3*"‘) Jlx— 41
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- 3. } 1. 1y _ 1 - :
Multiplicar por 4° |x—4| =5 1

Haciendo: —r%J =¢& = J =16¢&, habremos ’demostrado que si:

B

<é&

Nx—dl<8 = : L1
(O<lx 41;5 165 A xe4) = "7;+2 !

‘Siendo ¢ arbitrario muy pequefio.

~Por ejémplo £=-

g > 0 =0.03125

x—>a

Problema 15 Demostrar que lim \/_ JZ xeA A=R.

CASOI Sia=0, lim ¥x=0
: x>0

Demostracién:
1. Debo demostrar que (V £ > O) € é‘ >0),tal que,
Si (0<|x|<5 A xed) = ¥xl<s

Bisqueda de & en funcién de ¢

2. Partimos de |§/;| para encontrar |x|
Veamos: [3x| = 2/[—;1
3. Por hipétesis tenemos  : |x|<d
EXTRAER RATZ CUBICA {/7 <¥%
' ‘ W o<
. 3 A .3 . .
4. Haciendo s = & = J=¢, habremos demostrado que:

Si (0<[x|<6=62 A xeR) = [lx|<e
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"CASOII Sxa¢0:> lu{f «/_

. X'—)a
Demostracmg . _
1. Debo demostrar que (¥ £>0) (3 5>0), tal que,

Si(0<|x—a|<8 A xeR) = [r-Yal<e

Bﬁsqueda de & en funcién de &

2. Apamrde IJ_ f[yrac,mnakzarparaenconmeltérmim lx-—a%

eamos: x—3al|= (il—+1‘f_¥3+3f_)i
Veamos: _R/" 3/'1 - J—)(J'Jef;w’_)

{x GIT——!—T
' 2 +¥x Ya+3a?
3. Pof hipétesié tenemos que ....... (3‘)

4. Por hallar M >0, tal que: <M
_ q ax +3/—§/;+3a o
" Pero: 3/—— 3/—%/2+#— (x3) +a3(x3)+(a3)2

. 2 2
: A (1 12
- Completando cuadrados: (x3 ,)2‘+;a5(x?~)+(9-2’—) = (-‘123—) +(a3)?

v ~ T2
)2 * 3(a§)

1
x3 +4

. 1 1 12 -
Ademas: J;:3+§a3 20, VxelR

. ’ Nﬁab—

2
&) 13223
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Invertir: = | ——1 — <A =M @)

5. Multiplicar (3*) y (4*): |x—a| 112 s < 41 x
L (x"' +-%a3) +%(a3)‘ < 3(a3)
1¥x-¥al - F
6. Haciendo: S=¢ = 5—3(0 ) €, habremos demostrado que,
3(a3) .

si (O%-lx—-,”ai<‘5=%(a§)2£ A xem) R/;—y—-|<g

(Problema 16]  Demostrs que: lim ";_{=# a>0, Df =[0,)~{a}
a

x—>a -
Demostmcwn. S ‘
1 Debodemostrarque (Vs>0)(35>0) talque :
Sl Ll<¢
Tx-a 2 a
Busqueda de 5 en fqnéién de ¢
g Va4 | |G- VoyWr+va) || x-a 4
SR B T a)(J§+J') 2Va G-a)(x+va) 24a
- __1'_; Wa —Vx - I I (Ja-Jxy(Ja+x)
Jx+va - ZJZ 2\[(;(\/;+\/;) l | 2«/5(3x+~/;)(3a+3x)
ax a‘ It 1 :
2\/_(«/;+~/_)2 (Vx ++a)?

3. Por hipétesisftenemos que: [x—a|<§ ....... 3"
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4. Lo que falta ahora, es hallaf una COTA M >0, tél : .———‘-1— M
1 . - ' me v

Veamos: .

Partiré del dominio:

Sabemo’sque' R sz(),cbn x#a,a>0

E);tragr la raiz cuadrada : A \/; >0

Sumar vJa : ‘J;_+ Ja>a

Elevar al cuadrado *  : («/_;+J;)2 2a :

Invertir. bl S oM i (4%).
vt odar <a=M o, ()

5. Multiplicar las desigualdades de (3%) y (4*):  |x~al U’JT;?X%"‘J
: x+vay

- 1 SN DUPRRRES N PO 1 k
6. Mulgphca; por: Pk ;—,:]x al P JZ)ZJ < 201\/; 5
Fda 1| LT

x<a  aJa

£

Haciendo: 2 1‘/; S=¢ = 6= Za;/c_r £ habré demostrar la existencia del limite.”
a . . g -

0 3.4 I.IMITES DE FUNCIONES RACIONALES

Para la demostracnon de hmltes de funcwnes racionales de la forma lim
X>Xg

o0 _

xX—a
donde x = a esasintota vertlcal tener cmdado en el momento de ACOTAR

Para ello, deseo hacerr,algunas breves recomendacmnes.

1) ElIDELTA “§)” auxiliar que se usa para ACOTAR, debe ser menor que la distancia entre
los puntos x =a 'y x=Xx . Es decir:"-
51 <|xo-al
—_—

L bistancia DL powTo. x = x4
ALAASINTOTA X = @



' Amihszs Matemdtico I -

Con esta. observacuSn debe quedar claro, que unas veces no es conveniente trabajar con

51._1 sino con 61 = — o0 quizas con & —-— , etc. De preferencna escoger 51 <= ‘x" al
Ejeh?plos:
1 . . 2x-3 : ' 1
. Si lim ;i =-2, debo escoger y x=1
. Cx—=1 Xy ) ( 2
111 qias -1 e L R T erTay
£ <‘1-5‘—3,d1gmnos 6, =3 . De pre- R
-1- B ‘\._l_.a' X
ferenc1a escoger 51 = - i< %
Se llama VECINDAD
ASiNTOTA VER’I’ICAL x- é— 0 DEL PUNTO xo =1DE
x= % RADIO §, =

2. Si lhnlf—:'g—%lj-‘, debo  escoger

 ASINTOTA VERTICAL: 5x+4 =0
x=-4

5

2) Manejar’co;frectamente la ﬁropiedad: lx=xg| < 6

Ejemplos:
L |x-1<i &= 1-l<x<i+d
3ex<t

.l' ‘<=3 ...2.'.. :
5 5.

[
N
Py

SN
I
wi
+

U'l\‘a w
A
®

A

5

* 'VECINDAD DE ~_% :

. DERADIO §, =

-

& xp-0 <x<xy+d



3) Sia<u<b = |u|<mix{lal,|b]}.

Veamos 4 ejemplos distintos: »
1. Si -5<2x-3<2 > |2x—3|<5,pofqu_e75=‘méx{|-5l,i|2|}:

2. Si -2<5¢-2<7 = |5x-2|<7, porque 7=max{|-2}5[}
3. Si -9<2-3x<-4 = |2-3x|<9, porque 9 =méx{|-9],|-4]}
4. Si L<x+4<2 > |x+4]<2, porque 2=max{|1}121}

8 Sia<u<b = <k, k=mix{lal,/b]}

Ejemplos:
I Si 4<3x+2<3 = (3r+2)* <42, porque 4=méx{|-4|,13]}

2. Si 6<1-2x<8 = (1-2x)2<8?, porque 8 =max{|6],8}

,I' ) :: I l\ II X .

@Qﬁe signiﬁca 6=min{l,2¢}, siendo £un numero real ipros,itivo cualquiera? 7
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Veamos:
En consecuencia: *

‘1,Si e>1

2
‘ ~ ) o(e)= / .
sig=1 monces | =min{1,2(4)}=2 | |28 0<z<]
: Su gréfico es: |
sig=1 6=mm{L4%”=%
SR o)
sie=1 5=mm{L4}n=§ -
' de)=1
sie=1 5=nﬁn{Li(%)}él “ ineany [
‘ . ' 0(e)=2¢ .
Sie=1 &=min{1,2(1)} =1 ‘ i
Sie=2 5 =min{1,2(2)) =1 3 ¢
Si £=3 . -5 =min{1,2(3)}=1 .| Enel grafico podemos apréciar que &
' : . : : : puede tomar cualquier valor positivo:
sie=4. | - 5 =min{1,2(4)}=1 | encambio &alomastoma £l valor de
: - 1, puestos que 0<5<1

=-2, x#%

Problema17]  lim 2*=3

1
x>l X=3

Demostracmn

‘1. Por definicién de limite, tenemos que:

lim 2= f_"-z = (V£>0)(36>0), tal que:
Axa-}\ir’\x- 2
- Si (I‘x—1|<>5 /\_xeDf=H€—{%}) = & ,3—(-2)<e
_ 1
2

HIPOTESIS ' HIPOTESIS



Biisqueda de & en funcién de &

2. Parmnos de: ——(-—2) yla smphﬁcamshastaque aparezcael térmmo lx=1}.
- 2
Vmos:
(=2 2x- 3 _|2@x-3) +2|=|2@x-3+202x-B|_|4x-6+4x-2
(=2)|= _2x2_1 -| 2x 1 B 2x-1 = 2x-1
: 8:—8 8(x l)
k2x—! 231 l §jx - 1& - 1|
. Por h:pétesxs tenemos que (x 1) estd acotado por 5
lx-i|<6
. Loquefaltaahoraes hallarunacota M>0 , tal que ’EiLﬁ <M
Para ello debemos escoger un & aumlxar de modo que:
5,<ll——t dlgamos &=3 Multiplicar por2: 3<2x<$
1l S ‘
pues 3< .
.2 Sumar-1:  4-1<2x-1<$-1
Distan{:iadelpunto xp=ta | $<:x-1<3
la ASINTOTA x—-%:(l:xm% i
, Ly X
: Invierto : 5<E_L]<
Demodoque : [x—1L<5 <=1 :
e qmi 1"‘ 8 3 ‘2}_,,<3=M
= De:|x-1<1 ‘ et
' obtenemos : —-3L<x—-1><% | porque 3=mﬂ%l’}3’l}
1. 21
1—§<x<1+§




 Analisis Materdtico I

5. Comoyatenemosque : . [x-1|<d ........ e ,....prétesm
A <t

Multiplicamos i _].x-lll-z—xl_—l—'<3§

. Multiplicamos por8  :  82x-3lzly < 545
22 < ¢
2

6. Haciendo 246=¢ = 5=§£ v

escogemos: J =min{-;-,f5}

t s
Asi quedé demostrado que
(Ix 1|<8 A xeDf— / —{-;—}) = 2x- 3-(

V e>0y 8= mm{
uustraclén grafica

td

3 24}
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Problema 18 Demostrar que:
C fmZEeZ ] z B

 x>02x+ \/—
Demostracién:

I Por defiriicin de limites, tenemos:

=2 2
x-)02x+f T — (V5>O)(35(£)>0) talqué
Si (0<lxl<5 A x'GDf=m_{_;%}) => ( 2xx—+J53 <£)

Biasqueda de 5 en funcién de €

22 Puitn de 1;,:63 "'iﬂ y bﬁ‘mpllﬁco hasta que aparezca el término |x|
. L |x=2 2 5(x—f)+ﬁ(2x+f)
- oot 42‘” 3+J§‘ T BexeB)
,-,ﬁx*ﬁi—hﬁ&-qﬁ (J§+2\[_)x (J§+2‘/—)| I ---------- <,
Baxed ) N uxm

3.7 Porhipitesis tenemos que el#érmino |x| estd acotado por J, es decir: |x[<J ... (3*%)

4. Por-buscarnm M >0,tad que J_'

Para cHlo tomo un “51 Auxiliaf”, tal que & <|0-
4
2

(-2)-4£ dgames

s aue L
él = 57(,.puestq;~que 5 <

5. Por‘los pasos (33}y (4) podemos hacer la siguiente deduccion:
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Si (Ix/<6 A 528 =1): = Ixl<i
: , . ‘1 |
4 —-5-<x<5
: Multiplicar por2: -1< 2x <1

“Sumar V3 : —1+v3 <2x+3 <1443
Ivertir:  —L 11
e RE BB
(esto es posible poréue los ;-
. extremos tienen igual signo) - [2x+ 3 J— RN :
. o
73’:_1 = x{ 14483

-
3-1 -

6. Ahora, multipliqngms las desigualdades (3 ¥y (5%); ]xlm—‘:ﬁ < ﬁ&

7. Multiplicar por (3 +242): (JE +2J" )le,2 +3|< (3 DSN— ) (J_l_l)

x-2 £
'WT

: (J3+2~f) I ‘ BB 1)
. H
8 acxet.xdo G &5? S=¢ = 5 7__3+2 5

‘ ,‘Escogemos 6= min {% ,%%)- }

Problema19 lim M 7,x¢2 x22
: 3x% - : —-8x+4 4 3'_

x=»2

2% —x-6 _(x-2)(2x+3) _2x+3 _ 2
Donde: f(x) T gerd (-2)Gr- 2) =373 ¢§,x¢2 |

ngost-racxon. »
1. lim —2-’-‘———— 7 = (Y &>0)(35>0), tal que,

x->23x* —8x+4 4 ,
: o S : 2 2x+3 7 :
si '0§|x—2»|<5 A xeDf=R—{2,§}) = (|25-3|<e
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- Basqueda de & en funcién de &

2. Partimos de: %f-% ;%| y la simplificamos hasta que aparezca el término |x~2|.
o |2x43 7| _|4@x+3)-1Gx-2)| _|8x+12-21x+14]
Yeamos: 3x-2 4H a(3x-2) )
-13x+26 - -13(!—2) =ul _2| I
AGx-2) || G- [T A TR
3. SeSAbE QUE [X =20 <8 wvrveereeeereereeeeeeeeereeeeeean, il eerseeraen (%

4. Lo que falta ahora, es hallar una cota M >0, tal que ‘T;‘:T‘

<M . Para ello, tomenios

una “ &, AUXILIAR” tal que 5 <|2-§!=%.

5. Podeanblqgirq=l,'Mquel<-}"encbnseﬁieﬁci'a,dé|3c-2|<8$5,’ =1
Deducimos: |x+2|<1 ‘ '

~l<x=-2<1
1<x<3
Multiplicarpor3: = 3<3x<9
Sumar-2: 3-2<3x-2<9-2
' -~ 1<3x-2<7
- Invertir: -!,-<§;1_—2<1
'Hacer : B_xl:ﬁ<]%M' » porque 1=mﬁx{."%,|’ll|}v

Multiplicar las desigualdades (3*)y (5*): |x~2| bz <6

Multiplicar por 13: %lx—2|l—3x+2| <"-%!_3 :
. e

|2x+3_l ‘L g
3x-3 4 '



Haéendo —36 £ = 5- e, escogemos5 min{l 35}

T R RNt A

Proéblema 20|  Demostrar que: fim —£— = -1
; x-1 - -4 A3

l

2.

3.

et

Dado € >0 arbitrario existe >0 ‘en ﬁmcnéndes,tal que,
si (0<fx 1|<5AxeDf-R {2, 2}) ( 3j<e)

_ Bisqueda de '6 en funcién de &

a1l

2,1 e -a| | ax?-a 4(x2 1)
3324) uﬁ q u} y| Mx-q ................... .
: . ,
3lx- ”|x+”u mu+nf
Segunhlpétesis,tenemos ]x “1|<d oauns (3%

Parahallar M>0; talque,;%xﬂlh 2le+2l <M.

* Escogémos un“&; AUXILIAR”;‘tal que 51‘<;ﬁin‘{‘|'1‘-‘2‘| ;1-(=2)|} donde:

1=[1-2| : Bsladistanciade xo =1 ala ASINTOTA x=2
3=fl=(=2) : " " "  x=1alaASINTOTA x=-2
Supongamos que elijo '8 =1, puesto que % <1.
Luego, de |x-1|<5’$31 =1, deducimos: .
o |x-1|v<12-
'—-21<x_-'1<--%
1-1<x<is

1 3
2°%<3




1 . 2<x<2 _ l

Sumo 1: " Sumo<2 - Sumo 2:
FHI<x+1<3+1 do2<x-2<3-2 %+2<x+2'<%+2
: %<x+l,<%‘ o —%<'x—2’/<'—l-% . %<x+'2<]2~ ‘
ELEGIR - INVERTIR INVERTIR
s_ sl fl3] |s el ciz A L0
z*max{.lzl’l?.‘}' SR e D 7 %+2°5
Hacer: _ , ,
5 T o lemadicn o2l [ c2]= 2] |2
lx+1 <3 o2 <2 -mg{l 2_l,|—2} lx+2|<% —méx”;[,'%l}

B . .

MULTIPLICANDO ESTAS 3 DESIGUALDADES Y LA (3*), OBTENEMOS
e+l gy g <3259

: i 4. 4 - L
Multiplicar por % : ?[xfui;{-ﬁm < das

[Sl—

22

x2 -4

" e

1 3
+ 3 Fod

5. Haciendo %-25=£ = 6=%£ , escogemos: & _—;min{%,%g}

— T 94—15x.____§:i" _2
Probl.ema21v Demostrarqt_:g lim G- 4 TS

x—)'—%
‘Demosg'cxcién: _ : , '
1. (V‘e>0),‘(36>0),S_i’(0<"l'x+§'<5 A xeDf=R—{-—§-})

|oa-15x . s3|_
= | SGx+2) s |<F
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~ Bisqueda de & en funcion de &

2 pucte [t 3|tz
94 - 15 +265x +106 =,250x+’209' 250(x + 2%) 50|x+4l """"""
5(5x+2) 5(5x+2) 5(5x+ 2) |5x+ 2]{,:
3, "Por hipétesistenrem‘osique: lx+-—|<é'. e ........... ..... ‘(3*)
4. Lo que falta acotar es el término: BT + 3 es ‘decir' debefnos hallar una cota M >0, @l
o q“';5x+2|<M |

5. Para ello escogemos un “&; AUXILIAR” tal que 3, <!~%—(—l)l =2 digamos & =1,

5
* puesto que %<% , v
\ ;Portan.to, si lx+%l<6s51 =—§— deducimos que, !x+g—|<-§-
. 1.4 _1.
T5<X¥+s <3 |
1 4 1 4 Apamrdeestades-
*-g--_-5'< x <gz—-5- zgualdad formamos
) : el término: e
-1< x <——g- " m
Multlphcér POT Seniiiiisienisivrnininiiriiencanens =5< 5x <-3
Sumar 2 ..... S ST UUPRE ST PSR —5+2<5x+2<—3+2
-—3<5x+2<—1
' I’nvértir: ........................ e ORI —1'< le+2 <-—§-
" | o ) . 9
(5)— ......... UL LICEER I eeveen l5x+2l<l M pueg l_max{l ]|l H
6. Multiplicar las desigualdades (3*) y (5*) |x ——! = 2‘
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7. Multiplicar por 50: 50\x+ 5\‘5”2‘ < 505

94-15x - 53 <_ £
5(5x+2)

8. Haciendo 506=¢ = 5-:——3 escogemos s 5= min{ 5,506}

Problema 22 Demosirar que lim :— =-9, x#-1
: | ] |

Demostracién: , /%' :
1. Por definicion de limite, /tenemOS
lim Xo9 e (vg>0)(35>0) talquesx
x5 il+v
, (]x+-}<5 A xeD;=R- {-4%) }%;*9#&
Bisqueda de 6 en funcién de ¢
1-x+9+9x sx+i,6_ (“%")
2. Pammosde +9| T l*—‘,“x ={8 e
: : B » i j.i..\
"8tx‘_”4| [e+1]
3. Pdrhipétesibteﬂemosque: tx+~—’<5 i R 6]

4. Lo que falta ahora es hallar uﬁa cota M>0, tal"que I—;-I;TI < M para ello debemos usar

ta hipétesis ‘x +-—‘ <& 'y escoger un & . AUXILIAR” de modo que:

lx+_l<§<51 donde é}<l—-——(—l)’ %A

Usted puede escoger 61 --%-/ 6 8 =V—“§' 66 = ’13 , etc como vemos, todos éstos nimeros

=

son menores que ';'1— .De preferencia)éscoger: -;—
N S i “



5. Supongamos que escojo, &y =1 5 » entonces tendré que:

| él lx+—|<55§1 =1 obtengo I'x+—l<- del cual deduzco

L. _legeScl
DR Dar Bt
i -5
= 3iry
: 4-25 __ _4-25
= " <*<
= —32<x< ﬂ
Sumar1: = —%%+1<x+1<——+1
; S N
=> —-2—0<x+1<—20
T 201l __20
Invenllf. = 20< 5 < 5
L ol .
Como gofm{|-2ol,|f?[} = Eﬁao Moo oY
6. Muftiplicando las desigualdades (3*) y (5*), obtenemos: 'x +%|‘Ix i T <205

 Multiplicat por 8: 8|x+3|=Ly < 1606
& < e

1 _l_
7. Haciendo 1605 £ = 6+ -1608 escogemos 8= min{ 5> }
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Siguiendo el mismo método, demostrar que:

Problema 23 lim L1=-2, x=0, escoger & <1
x : . 2

lim %= 2 » 1

Proplemg 24 J‘1_1:1%15“—5, x# l,escoger.61<4‘

' Bim 1Bo8r 1 L6 escoper 5 <L
Problemg 25 xl—+1m—1 8x+6) - 8 2 X% 7> escoger 6 <3
Problema 26 lim —* =-3, x#ﬂ,‘,es,coger [} <1

x—>-3x° -4 5 2:
Problema 27 lim 22-=2, x#3
: x—=1 x=3 4
Problema28]  lim 251 =0, x#2
) x>l %=2 3
— 2 . ’ :
Problema 29 lim —X—=-18 xx43
e x—)%9_.x 250
Problema 30 il_!)ﬂl R R L x#2, x#3
_ L1 e
Problema31] lim =323 4 x21,x#2

. 2x% +3x-2
lim D R
x—)% 6x° -5x+1

Problema 32

l.v P -x _1
058 —4x 4’

Problema 33

x-31 ¥* =3x+2 Vo

=5,x#2, x#l

x#0, x#

3

4
5
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3 .

- 2
lim 2+3x-x 3

x—>12x2~5x+3

Problema 34 =-1, x#1, x#

i © —ax? +4x.

Problema 35 =2, x#2, x#1

I:

Cx»2 X —5x% +8x—4

Problema36] lim*=2=1 ' J x#42
‘  xo2ld=20
Problema 37  lim 2*=l=5 | ‘xz1
Cxs2 el T
- . " : - R : V X \ 5 '
Problema 38 lim ﬁ;’i_—s—l =1, x# J_rz‘

x>l

Problema 39| - Demostrar que lim Ix|=]xp]
. ) ;

Demostracién: -
L. - Por definicion de limite tenemos que: ,
lim |x]=lxy] = (V£>0)(35>0) tal que, si 0<[x—xp|<5
x—>Xy . i o5 : : :

- A x€ IR entonces ||x|~[xo]|<&

‘Bisqueda de J en funcién de &

Por la'propiedad: ||a| =|b]| <la=b], Y abe R

tenemos que: ||x| - |xo|| <x—xo]

N

w

. Si (0<|lx|=Ix|| SIx—%| A [x=xpl<5), entonces | x| ~|%]| < &

f Haciendo & =3, habremos demostrado ciue:

e

Si (0<|x-xo|<8=¢ A xeR) = (‘\»x|—|x0|‘<£).
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x-—b—z-

Problema 40 |- Demostrar que hm (1-senx)=0

.Demostrgcién: S :
(v5>0)(aa>0) talque s1(0<]x-—|<5 A xem)

= |1 senx— 0l<e

Bisqueda de & en funcién de &

. Els
. |1-senx|= Ien—z——senxl ZCos—z——sen-z-—-—
l+x ll;x"
=2|cos2s— senl——‘
D) 2
§+x
, cos-5—|<1
3. Pero:
_Z-xl |F-x
sen-2 15153
. Zix A -x £ A
. e <2 < 2 2751z
Multiplicar cos-S5—||sen-“5—|< 2 2|x 21
s : +x l
Multiplicar por2 : 2 cos-z— sen-— <25 x—-—l
‘ Z+x %—x
4. Como: ‘x——|<6 entonces, 2cos—-2—~ sen5—| < ()
- —
I(1-senx)-0} ‘< &

5. Haciendo d=¢, queda demostrado.

Problema 41 Demostrar queé _limo(z ~cosx)=1
. _ x>0
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- Demostracién:

.. Haciendo:

1. (Ve>0)(35>0),tal que, Si: (0<|x|<d A xe R) = [(2-cosx)-1|<¢

Bisqueda de & en funcién de &

. Partir de (2~ cosx) 1 ytransformarlo hasta hallar |x|.

vl'

Veamos: 1(2 cosx) lf-—ll cosxl |25en2"| 2|

> Pero |sen—’ -% (ésto, basado gn la propiedad |senz| <|u])
- 2
Elevar al cuadrado ™ : Isen—- l %
» Multiplicar'por 2 2'5‘.’—“ 2{ < 2' | = 2! sen% l <3 lxl ...... ..(3%

Para seguir ACOTANDO, haré uso de la hipétesis:

. Por hipétesis, tenemos :- |x|< &

Elevar al cuadrado - - : |x|2<52
Multiplicarpor% : -;—[x|2<—;-52 ............. Sesevaessenminand e (4%)

. Comparando las desigualdades (3*) y (4*) y por la propiedad de transitividad, obtene-
mos: - N .

2.lsen-’£ 2

< 152
b—v—-l

_.V____/
|(2=cosx)-1]" < &

&t=c = =2

= J= \2¢ , queda demostrado el ejercicio.



Problema 42 lim ‘—“;ﬂ: 0, x#0

x—>0

Demostracién:

2.

Partir de : 11 cosy O] y &ansformarlo hastahallar lxl

Ve .OS .l_ﬁ_s.i = z_sil_‘_i =lsen£l Sﬂl‘%‘
. , x 2 _2{
Pero Ise_nl 5}-’% .............................. (¢))
ens- send ' 'l=m'éx{ll| 'cos-—l}
y cos2< 4 = Tl o3 TR pevenss 1))
‘2 : 2 3 lcos |<1
L= Esta proposicion esta
' demostrada en la pag. xx
'Multiplicando las desigualdades (I) y (II):
- 1] 'sen 7 ’
2 -
lsen% ]—%—- < -’25 ______________ e ecgndeeeseteeataeis av)
Por hipétesis, se tiene: |x| < &
Multiplicar por Lo Lix<ds.. I AROTACES )
Comparando (IV) y (V) y por la propiedad transitiva, obtengo lsenlzc-l seri z %5

fl
{

1/ ()L} €
Haciendo:. —5 & = 6=2¢, queda demostrado el problema

035 PnoBLEMAs RELATIVOS A LA FUNCION MAXIMO ENTERO.

Definicion de la funcién mdximo entero: :

[x]=n < n<x<n+1 VneZ

L——-Se lee © méxnmo entero
no mayor que x”



. Andlisis Matemdticol

[23]1=2 ,pues 2<2.3<3

[41=4  ,pues 4<4<5

[-2.1§=-3 ,pues -3<-2.1<-2
[-51=-5 -, pues —5<-5<—4

= . : ) xi-l ' ?’& 3 -
Problema 43|  Demostrar que: limlp‘;"ﬂl 1 x;e; -

Sgly_cﬁ_n

Ejeinplo,s numéricos:

B BN

“En prxmer lugar veremos en que intervalo se mueve la vanable x.

Si “_x;—,).lientonces: [x-ﬁ-%ﬂ se hace ﬂl-q—%ﬂﬂ = =ls‘x+%<2

e = |$sx<

‘wo

En segundo lugar, definamos el valor absoluto |5x ~1], asi, tendrg‘m‘os:' ‘

5x-1 7, Si x>
]5x 1=

Wi

(Sx ), Six<

' +1 R ! / SRR e .
vEn consecuencia, la funclén f (x)~K 5] se convierte a la ;Jfoxma f (x)=-5}-‘-—- si.

|5x 1 -1
4 2
Sx<5,
' ' SURTISN GO | 49\
Portanto, debemos‘prqbgr que.’;1_1_)n!———5.x_l e xe[ 5,5)
’Demostracxén . : . .
1. (Vs>0)(35>0) talquesx (0<|x 1|<5Axe[g,s>) = le_l_% <&

" Bisqueda de & en funcién de £

| 5=5x 1 S(=x)
“laGx=1)| [4(x-1) |

2 o1 1| _{4-5x+1
‘U 15x-1 4!“ 4(5x=1)



3. Por hipétesis tenemos que [x 1] < 5 .................. EIPI NI S . (3%

4 Por hallarse una cota M >0 tal que, 5 é M

La cota M se halla 4 partir del intervalo [% %)
x<2

Veamos: Como xe[4 9) :>“ <

4
575 55755
Multiplicar por 5 : 4<5x<9
3

Sumar -1 : <5x-1<8
Invertir; lo_1 <1
: §<5-1°3
= L _<l-opym 4%
15x—l| 3 ..................... X

5. Multlphcar las desigualdades (3")y(4*) jx= 1|—J—sla

ol 5. 5yl
6. Multnphcarppr T glx 1|'I5x—1l < %_;_5
e ——
11 <
51 4| » ',22'5

7. Hacer: 126 £ =>_,5 %3

Problema44) * Demostrar qué lim fx|—[x1=1

1
x—-)4

Demostracién:.
1. En primer lugar, veremos en qué intervalo se “mueve” x cuando xx—-)%

Veamos: Si x—) entonces Ex]l se hace:

[i-o =

x, Sx x20

2. En segundo lugar, definamos et valor absoluto: |x|
. -x,8i x <0



_3 Por tanto ]a funcién f(x) = ,/ |x| = [[x]] se convierte
en f(x)= \/— 05x<1

En cdnseéuencia, el liml |x| = [x] es equlvaleme aescnbxr llm «/— =, xe[O ).
B L x P

T 3 : T N 4
Demostracién: '

1. Por definicién de limite, tenemos: hm J— -‘-— > (V&> 0)(3 > 0)

] x—-)z

(0<‘x——‘<é‘ A x€]0, 1)) l\/_—— <&

Bisqueda de & en funcién de €

()| =t
'f i 4'|&+1|
3. Yatenemos acotado el término lx-—l,pues [x——-!<5 .................. (3%

-4, ~Debemos acotar el término‘ ! J'l 'L| es dec1r se debe hallar un nimero real M>0, talb
2

e 1
T

Veamos: Partiré del intervalo [0,1)

- Si xe[0,) = 0<sx<l
Tomar raiz cuadrada 0< J; <1
Sumar% %s\/;+%<% |

~ Invertir : %—<\/;1+12_52=M




6. Haciendo 26=¢ = &=1¢,queda demostrado el problema. -

x—1

Problema45] ' Demostrar que lim 7"———— =4
4x-§2x ] 3

1. En primer lugar, veamos en qué intervalo se mugvé “x” cuando x —>1.
s : . 1 S0e My
Neamos: Si x> 1 entonces: [ 2x-1}=f2-{]=p.661-1
= l-S?x—%kz
' 1+-§-52x<2,+§

<2x<

Wi

b Wi
IA

21
x<¢

2. Como ﬂ2x w-_% B =1 = i <x< l , entonces la funcién f(x) , toma la forma:

f(")—m’xe[‘é 3

3. Debo probar por tanto ‘que: ilm i-=4 xe [%,%)

1 _>1>4x—l
Veamos '
4 _4
yhml4x ;=3 & (Vs>0)(35>0) tal que, Sl
(0<|x 1< A xe[4 7)) > 0< L-i|<e_

6°%6 4x-1 3



Bisqueda de § en finciénde e .

TR
311k )

12-16x+4]

4.

16-16x% 16(1 x)
3(4): D 3(4x 1)

-4
ax-1 3.| l 3@x-1y

5. Como lx—1|<5,m¢faltahallarunacota M >0, tal que: F‘x]—-ll<M

¢ del intervalo [24°7)
6. Pamré del m;ervalo [—6-,3)

. VA F : 7
Si xe[6 6) = - %5x<3-
' 16 28
= 6 4x< 3
= —-—154x 1< % 1

=N ‘°s4x 1<22

1 <6

1_ <6
= T -1 10

_ g:g|a~

7. Multlphcar (*)y(6*): [x- 1’m e 65

8. Mulﬁplicarpor %? %u-nlhl_” < §%5
N I e Do gomed
V 4.:—1_%' S .5§5
9. Haciendo 86=s = [6=2¢|, V&>0 quedaprobado el limite.

Problema 46 Demostrar que hm lxl [x] =1
Dem‘ ostracién:

. En primer lugar, veremos el recorrido de “x

[ ’9

Slx—> ', entonces [x] = ﬂ B [1.5]=]1 < 1<x<2

2’



EE i

. En consecuencia la funcién f(x)= Zo%

haré de lé fonna'

f(x)* =

lI<x<2 =
Ahora todo se reduce a probar que:

hm

x—)i

—1 xe(l 2)

Veamos:
. Por definicién de limite, tenemos- o

li

—>1x

si (0 |x—-—-!<5 A xedl, 2))\=> (0<|

51empreque 1<x<2 A x¢l'
— ——

1|<£J

Busqueda de & en funcién de ¢

2oz || 2zxoxel) | 2eed 1-3(=-3) ;| S|
= = =5 x=5|i1;
= =1 | 7317 2l -]
. Por hipétesis se tiene que |x——i<5
<M

. Por hallarse un numero M >0, tal que, —— l

. Debo partir de (1,2) :. si xe(1,2)
» = 1<x<2
Sumar-1: = 0O<x-1<1
Invertir = —‘:—1 |

1<
N 4



Como vemos no es posible acotar. Por lo tanto, escogeremos-un “ & AUXILIAR” que sea

ﬁ(l%-—l':'l,digamosal__ 0 51 .2. l

e R erre
) alaasintotax—l. : : i asitots.
8 De‘estam’aner,a,ksn |x-—l<556,
~ Obtenemos: |x’-%|<-} = -1<x-3<1
e
Iex<l
Sumar—-1.........ccoceveiienenns il %<x—1<% _

'g'<}]:i<6 =>V 'x_“<6 PRVRSAEIN (8%)

9. Multiplicar las desigualdades de (5) y (8%): |x~3 |Ly<66

10. Multiplicar por 2 : l| 'f—“ < %65

.<46'

x-l

11, Hacxendo 45=¢ = 5——3 escogemosd min{l,-} }



036 UMIIESESPEGIAI.ES

L me HQHDE 5

x-1
" enun entorno de x=2.
; Solucigg'

1 Unentomodex 2 es |x- 2]<§,

c_—.:> 2 5<x<2+5 5>0

2. Pero -2-’5-"11—_7.2 -
x-l_ - x-1

3. En“2- 5<x<2+6” i

Sumar-l 1= 6<x 1<1+5

1‘“’3““ 1+5<x i<t
3 3.3 3
Pord. 5 <3115

. .. . 3 _—3_ ~ 3
-Sumar 2: 2+1== <2+ o <,2+——1”32

Tomar }ﬁﬁites cuando & — 0

tim(2+735)< ‘"“o,(“-:-l)ﬁ':?o(“—:f)

5<(2+?§—jf)<5
EZ+————B 5 = ;7‘-‘<”st2‘

-Esto por €l ‘teorema del “SANDWICH” ver

péginaXX._

: (2x+1)
A e x { —10
2. Evaluar: L= lim — (x 2
x->2" X2 ~5%46 .

Solucién:

Por el Prob. l,séSabe:' lim EM}=5

Laego L= lim —é—xz—m—x'
rel'x ~5x+6
x<2 :

o sy(x-2) _52) _
,,.xf‘l?“'(x' '2)(1:«3} 2-3 10
,x—->2 i :

v hm f(x) donde

i x—o—

Solucién:

Hallar el limlte por la derecha e 1zqu1erda de
x=-3. .

.kALADERECHA DE x=-3

x;—3' A -
v“,' - .x
l x-1>-4
=<x<=2. ..
EB "’”j' —4 <x-1<-3
= [x}=&3 0 o 7L -
Jl """" [x-11=&

REMPLAZARBN @
) (,)= —4~; o
! x Jx’ -(-3)

- 1

—4 X
Luego: L+— lim
g x>-3* yfx2 +3 39"3; 2 /3



ALATZQUIERDADE x=-3

x<-3
S |

" REEMPLAZAREN f(x)

Luegb: |
~5~x
K —(-4)

—5 -(-3) _

= Jm B4 ﬁ

x—=>-3"

4. Hallar: lim (2x+3x )El~x]|

x-—>2
" Solucién:

Si x—> 2%, entonces x>2
= -x<-2
Sumarl...‘ ..... CREE Py

Acotar por ia 1zqmerda con el entero menor
que -1:
-2<1-x<-1
= [1-x}=-2
" Portanto: - : s

fim (2x+3x2)[1 2= 22)+32)%) (<2) .
x—>2

=32

5. Evaluar lim f(x), para:
’ x->1 - i

a) fim AP

'b) lim 22 x+3
x

 CCRE) NG
. . 2 b =&
fo=y *

- x+3 <
e+l YEOD

Solucién: ‘
1o-11% _

1+2

81>
3

aolt  **2 B

x>1

2.82
3.

Wi

=22
=2=

1+3 '
2(1)+1

4
_2x+1 3
-1

x<1

6. - Hallar li_ml[2x -1J[2x+1]
G :

>3
Soli.lgjén:
a) me. ALADERECHA x =%
x >-%
| .
| . 1
Por 2: : Por 2:
2x >_1 2x>1
Sumar -1: Sumar 1:
2x-1>0 2x+1>2
" Acotar por la Derecha.  Acotar por la derechﬂ
0<2x-1<1 {g,:<2x+1<3
Aplicar [ J: Aplicar []1
[2x-1]={0; [2x+1]=(2
luego: lim [2x~1] [2x +1]=(0)(2) =0

x——>l
x>2



e e e e e e e e e e e e e et
N .

b)  LIMITE A LA IZQUIERDA DE x = 5

1

,x<i
]
N
2x<1 Rt 2x <1
2x-1<0 2x+1<2
. Acetar por izquierda - Acotar por izquierda
N con el menor entero. con el menor emerg.
. -1£2x-1<0 1<2x+1<2
= [2x-1]=-1  [2x+11=1"
Luego: lim [2x—1][2x+1]=(=)1)=~1 |
x—-)-%‘ : '

x—»l x2
Solucién:
a) LIMITE A LA DEREGHADE 1.
e
x>l

L= 0<L
X 8 X

O 3.7 LIMITES INDETERMINADOS

Las formas indeterminadas mas usuales son: :

otras formas indeterminadas son: 0.0, @ -0, 0° , ©

Limites de Functones Reales de Variable Real

b) Lim'mmzqumnm x=1

x<l

Si 0<x <1 entonces 0<x? <1

B
E 4

Pero: 1<—L<2 entonces H—‘Z—Eﬂ.
t

Luego = x—)l [—L] =1

x<1

1y 0 ) I oy

818

0

1. CALCULO DE LIMlTES INDETERMINADOS DELA FORMA

Si lim £&-0
x—>a 8(%)

=07 Entonces para evitar la mdetermmaclén 9 se harn clertas opera-

ciones en el numerados y/o el denominador de modo que se pueda

simplificar el bmt)mlo (x-a).



CASOS QUE SE PRESENTAN:

CASO I

CASOTI

cASOTI

Eje_mplos:

' (x= a) se sunphﬁque asi: lim. 06 J‘lgna =20 () _}E,nan ©)

Sl P(x) y Q(x) son POLINOMIOS de grado n y m respectlvamente y

" lim ggg , entonces la mdetermmac16n se ev1ta tan solo FACI‘ORIZANDO
‘X—>a

el numerador P(x) y/o el denominador Q(x) de modo que el binomio

(x-a) PL(«‘) A) -

P(x)

x—>a

Sl f @y g(x) son RADICALES y lim f Ex; 0 » entonces la indetermina-
x—»a

cién se evita RACIONALIZANDO en numerador y/o denominador.

Si f(x) y g(x) son FUNCIONES TRIGONOMETRICAS, y hm J(x E ?:%, en-

sen u
p~—>0 -

=1y

algunas identidades trigonométricas.

1) lim $83% = |jm 5S°"5x =5(1)=5
: x>0 * 5x—0
2-2sen
2) lim 2-0
A 0.
: 2' 1-sen senZ - senX
Pero L= lim —(———L)= lim 2£—-—2—ll
xor X7 o7 *—%
X,x Z_X :
2l-2cos M senu] 4cos ZED) gen{Z-3) -
= lim I 2 2= lim 4 —4—=cosZ
xor x=n X7 4=




CASOI-
1) Calcular:
L4

= lim © +4x% +4x

, X#£=2
x-2 - x— .

Solucién:
1° Se shstituye la x por =2

L= G0 +4C2) +4(-2)
2 -(-2-6

=0
0

2° Como el limite es indeterminado de la
forma J y tanto numerador como el de-

nominador son pohnomm ‘entonces. }

deberan - ser factorizados para que.asi
pueda ser simplificado el binomio.

x—=(-2)=x+2.
Veamos: i
x(x? +4x+4) . Jc(x+2)2 .
L-xl—l»-z (x=3)(x+2) xl.infz(x—,3)(x+2) .
x(x+2) _ =2(0) :
*llm2x3.—23—50‘
L—l ¥ +ax—2a®
S
x#a,a>0" ‘- Sol.%
:c2 (a+!)x+a
L= ¥ -(atbhx+a
» x—)a 22d .
x#a, a>0 Sol. 5—’—21
' 3a”
2+l ) and 3
4 L= lm 5 Sol. —5

x—>-1% -1

LIMITE DE FUNCIONES RACIONALES

 Método de Bmmpmmmnwpnummm

D P(x)
Si xlTa 00~ 0 , entonces x=a es raiz de
los polinomios P(x) y O(x).
Por tanto el valor numél:ico de:
P(x) (x-a)R(x)
L= o= aaw
= tim AG) _ B@
=l ()o@

donde B(a)y Q,(a) ‘se obtiene por-el mé-

todo de Ruffini llamado también divisién

s
Veainos : v ,
5x% -3x2 - 68
5 lar-  fim —X- 3% ~68
) Calaular: ..,nfz 20 ~3x% +2x+80
i !
'El numerador: _
215 0 -3 0 —68
, -10 20 -34 68
215 -10 17 -3¢ 0
-10 40 -114
5 20 57 |-148]
El denominador: )
;2_ 2 0 0 -3 4 80
. 4 8 -16 38 -80
212 4 8 -19 40 0’
4 16 48 134
2 -8 24 -67 |174]



Por tanto, el limite sers: L ___~:1L7%8_

Pues: R (325-—‘-'-'148‘ ;
Q(-2)=174

Siendo: . B (x)=5%> -10x? +17x-34
| O1(x) = 25* - 223 +8x% ~19x + 40
o : . ")c"+l—(n+yl)x"+l L >+
6) Calcular: L= lim =———"22* =~ neZ* peZ
)A acu.ar : xlinl xpf'—xpfx+l nEr.‘ Pe
Solucién: o
1° Al sustituir x por 1, obtenemos L=0
2° Levantar la ihdetenninacibn:
Factoricemos el numerador y el denominador:
nx"fl ~n,x"v—x" +1 - P (x—-)=("-1)
LE-D-@-1 G-nGeP-n

P (x=1)=(x =D (4 2 1)
G-D=DE" 452w

=D -2 o2

G-DE-DE xR el

G=DE-DE" (=D 4.4 1)
G=-DE-DE"T+x"24)

| - " =D+l s (=D 434241
Luego: L=lim —= :
. o1 e 2441 1#1+...41

' _;(l"'»")’"'g _(+mn

TP 2P



También se hace por Ruffirii

El numerador: El denominador:
I|n (D) 40 40 +.. 0 1 1|11 00 0 . -1
| R R e 1000 0 -1
ifm _ 1 =1 -1 . 19 0 1|1 0000 . 0 -1 o
T a a-1 m-2 2 -1 1 111 .. 11
n m-l n-2 n-3 .. 1 0 T 1111 .. 1.0
' L;:smdelosuprimcms Hay P veces 1=P
ntmeros que es: (H")"

7) Dada la funcién cuadrética f(x)=ax +bx +&, calcalar el lmite:
L =‘£’mof(x.+h:_f(* ,-h#0.

Solucién gy 1ot B bl -'.e‘ma«
; L= lim [a(x +h) "',“K'&h)é-c} {ax” +
. h—0 :

mcz+2ahx+ahz+bu+bh+c P~ hx “e

h—>0 RN h
lim —-—-————-——12“”“’”" =2ax+b
h—>0

- CASO 11 CALCULQ DE LIMITES CON RADICALES

Para le'vanta.rgia ihdetérminacién de los lfimites ‘que tienen radicales, es necesario mxouah-
-zar:

El factor recionalizante del binomio: (ﬁ -4B ) es:

(d -1 +VA"*2\/§+dA”'3‘7’—+ +§78" )dcmodoque
"A B=(Y4- J—)(JA" L+ A"‘2¥/—+%1A””3d—+ +9B™ 1)




Andlisis Matemdtico 1

Esta racionalizacion se cumple para todo ne Z*, n>2. Se basa en la siguiente descompo-
sicién de factores: ' '

a"~b" =(a-b) (& +a"2b+a" b+ +ab" 2 +b"Y)

Si n=2 entonces: A—B;(JZ—J—E)(\/Z-Q/E)

Son conjugadas entre si.

PROBLEMAS:

. = ] -
|Problema 1 Calcular L= lim ‘/x 2x:6 Jx2+2’x it

- — L x—3 x“~4x+3
Solucién:

1“ Al sustituir x por 3, obtenemos % .

v2° Levantar la indeterminacién: racionalizando el numerador que se multlphca por su con-
jugada, y factorizando el denominador.

(sz 2§+6 Jx2+2x-')(&2—2x+6+\/x2:+2x-—6)

H% - 3)(x~1)(Jx 25464y 42246)
L' hmxz —2x+6-x*-2x+6 = lim C 4x+12 ;l'm ’_‘4(5;_3) v
-3 (x=3)(x- 1)(~/_+~/_) x—>3()()(f V) x530(-3)(x- 1)(J'+J')
L= lim —=—r 4 - _—4 : =

=-1
13- -2x+6+Jx +2x- 6) (3*1)(~f9-6+3+\@.+6-6) 3

L= i Dot o

x-—>0 xX+x

0 -
0

1° Al sustituir “x” por “0”, obtenemos
2° Racionalizar el numerador y factorizar el denominador.
Para racxonahzar el numerador, en primer lugar, debo convertir a comun indice:

m.c.m.(3, 4) 12 ‘



Lirmites de Funciones Refales deYamble Real

Eaeic \/1+x2—,/l 2% _ ‘%f(nx ) -%a- 2x)3-

x—)O x—->0 x+x

e (lz\l(l+x2)4 By -2xp )(m)
10 (x+2°)(FR)

4 3
- tim G 02
x>0 x(I+x°)(FR)

= lim (2 +4x5 +6x* +42% + 1) (1-6x+122% -82°)
x>0 x(t+x2)(FR)

x(x" +45° +62° =82 -8x+6)
x>0  x(1+x*)(FR)

s 445 165 -85 “8x46

"‘“’(m’)l'%/((m?;‘) vt Yr2)" ] n=£ﬁ:§m i

. hay 12 términos

L= 0+0«r-0 Q 0+6 .ﬁ:l’"
. l+0)(l+i+ .+1) 2

v = ~a“2=(l+x2)4

Lo que sé‘ha hecho es: a= 1%

L b‘2—(1 2x)° 'y que:

a?-b2 =(a-b) (@' +a'%+db* +.. b“)
' ﬁt >

z/zx 1- 2Jsx 4+5Bx+1-827 - 3
x-1 :

Olc

x—-)l

3 Calcular: L
i

I ME'I‘ODQ PRACTICO PARA CALCULAR ESTE TIPO DE LiMITES |

Cuando en el numerador existe la suma de 3 0 més términos con radicales, entonces. para
levantar la indeterminacion 2 0el quebrado original deber4 separarse en dos o mds quebra-

dos, cada uno con limite mdetermmado dependiendo esto de dos 0 mds ceros que pueden
Jormarse en el numerador.
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Ejemplos: 1 lim ‘/— ‘/EW 0+Q=_0_ 9 _ lim J;,-Ji+ lim Jx-2
x52 0 00 ,,p x-2 eyt X2

-2',‘Iim$';+23/;+~/- 4_o «/_ 1+2?/— 2+x—1-4%142+1

x-1 "3- x-1

x->1

Cuatro ceros-en el numerador haréan cuatro quebrados cada uno de los cuales con limite in-
detenmnado-

Asitendremos: L= lim Y- + lim 2 2 + lim x =L+ lim 4
~ ) x—>1 ¥~ x>l X~ x—1 oxo1 X7
L L A 0

Fmalmente para hallar L;, L, y L; se multiplica cada uno por su factor raclonahzante
]gualmcnte operamos enel problema 3 '

332x-1-235x—4+5Bx+1-8x* -3
x-1

L= lim

x—)l

P——_\

3 2x 1-3- 2 5x - 4+2+5,/3x+ -10-8x% +8 3+3- 2+10 8

v x—-)l
- N
Como vemos, en el numerador aparecen cinco ceros, lo cual indica que formaremos cin-
co fracciones cada una de las cuales con limite indeterminado. Como la ultima fracci6n re-
sulta cero, eatonces s6lo nos abocaremos a calcular los cuatro i)rimeros limites:

FR.

L= tim 3213 33x1 ff)(’(zx Y +J(2x 0.+ 30
M= x-1 ]

x->1 x-1 (x~1)(‘/(2—x—17+ .pf_.) ‘
- 3(2xel-1)
51 (x-1)(f2x =% +...+ Vi)
= lim 3.2(x-1) 6
xol(pe l)(%/(lx—l)4+ +J"’) 1+l+l+l+l

HABRANCINCO ¥ECES UNO

S
1}
wion



-
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RN

iR

- . e —— e,
L, = lim 23f5x-a+2 2(2/5x i Hm—z(,/sx \/_)(\/(Sx o 4.+ 32 )

x>l . %- 1 x—>1 -1 wx—>l / (x..l)w x-4)2+....:.+%/i;)
: hm 2(5x-4-1y SR
x—)l(x 1)(,/(5x 4?2 +.. +\/_)
tim 25(-1) - _ 0 __10
v ,x—)l(xfl)(3\/(sx,—4)2+...+W) Il 3
L=-% | .

w]‘s

Ls = limM "' 5(V3x+ 2) ‘- 5(\/3x+ 2)("3x+1+2)
x>l *-1 x—-)l L% xa—')l' (x- 1)(J3x+l+2)

lim - S(3x+1-4)

) x—)l(x—L)(:]Bx+I-§2) ;

* Jim 53G-1) "
x->1(x-1D)(Y3x+1+2)

i 15 =15 __

il—r;n1:73x+l+2 2+2

o

NI

8x2+8 .. -8(F-1) 1.  -8(x—-1)(x+1)
Ly = lim ~1 = lim poymy =11m————x )f
x—)l x—>1 x—>1

=-8(1+1)=-16
Li=-16

lim [~ 8Gx+1)]

Conclusion: L=L+1y+I3+1L
=6_10,15 15__863
=573 16=-G

Problema4 |  Calcular L= lim - b
— : x—>03;}8+x3 —;}4+x2

Soiucién: o

Podemos hallar el reciproco de L: K =1
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\/8+ ~\/4+x \/8+x3 ~/§+2—\,4+x
-—)0 x—-)O .
#8+x3 J' 2—\’4+x2_.

X

ir—-) B ‘x—>0 x
l?l JA
S (\/8+x3 f)(J(8+x)2+ ) sefos . o
L= = lim —; =lim X =2=0
x—->0 x (V(8+x3)2+ +v_) x>0 x*FR x—0FR 12
lQ (2-,/4+x2)(2+ 4+ x2 ) lifn 4-4-2% 1'. a1
x—>o P@4yarx?) T x02Q+aax?) 3024 \f4rs? 4

Luego: K=1 +1, =0—%=_%

x—>8

Problema5)  L=1lim —_‘M*;‘f’

Solucidén:

Separar L en dos limites:

3 3 a ‘_ 3 __- ’
L=lim‘}7+‘/;—3+2‘j;'_4.+3+4 7=lim‘/7+‘/; 3 4 lim 2¥x-4

x—>8 x-8 x—>8 *~8 x—8 *-8

‘ - : L . L
N (J7+3/§-3)(\/7+3/;+3)_1. ER -y
=

x—>8 (x—8)(;l7+3/;+3)_ __x—>8(x 8)(;}7+J— +3) x->8(x 8)(;}7+~/_ +3)

- BAL W)
x->8(x 8)(\/7+3/;+3)(§/—+ +2/—) x—>3(x 8)(\/7+3/;+3)(3/_+ +3/—)

1 _1
TB+)a+4+d) 12

=L
72



2(€f YA e (23)2) - i 2G:=8)

. pe -2
S 8)(%7+ +€/(23)2 = T P SR

Problema(:i.l " Hallar hm a- J_)(l 2/')(1 4/_). e d_)

S : B e s x)"“ ;

Solucién' s '

1. Se rac1onahza cada factor del numerador multlphcando ¢ada uno por su factor rac1ona11-
zante:

im = J‘)<1+J'>(1 3f)(1+e/‘+é/_) Q-8R+ Tr + 82 4 +qj_)
=% Q- x)"“(l+~/'x1+3/;+€/~) ﬁ(1+d;+d_+ =N

L=lim . (1 x)(1- x) (1 x) -
x=1(1- x)”“<1+f)(1+é/§+?/_) st +dn-l)‘

, Tim - | I

" xo1(1- x)""(1+~/‘)(1+%/§+?/_) (1+v/;+ +¢/x"-) 2:3:4:3+(n=-D)n

-1
“nl

Problema 7| im “Hax Hﬂx L neZ+
' - . x—-) .
Solucién:

L hm ("N+ax - l+l) l+ﬂx 1 lim Jl+ax l),/l+ﬂx "1+ﬂx-—l
0 m ~——

x>0 i ; x—-) x—-)O o x

_ _lim__- axJ1+ﬂx 4 lim B
Jz_-)ox(\l(Harx)'"l+ 4+ x-’ox(\/1+ﬁx)""+ A41)

.-=E+
: m

:{m
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.

a 3. 8 UMITE DE FUNCIONES CON Maximo entero, Valor absoluto y signo de x

Introduccién: Toda vez que se tenga funcwnes con maximo entero, con valor absoluto y
- _con signo de x, se debega aplicar las correspondientes definiciones. -

DEFINICION DE FUNCION MAXIMO ENTERO

k<p(x)<k+1 ¢ﬁ) [p(x)] k, keZ

I———— Se lee: 81 la funcién u(x) es mayor o.igual al ni-

‘mero entero k y menor que el entero k +1, entonces
la funcién- y(x) se convnene en ¢l entero k.

Segun la deﬁmclén 1, para que la func16n H(x) se transforme en méximo entero; es ne-
cesano que esté acotado mfenormente por el entero k y superxormente por el entero & +1

El célculo de los limites: L hm [ y(x)]l y ? Slim I ,u(x)] L no se hace por sim-
x—)xo ., x—)xo
x>Xg R 7 N
ple sustitucion numérlca de x por xo sino, se hace ACOTANDO Ia funcién ,u(x) €n una ve--

cindad de xy, siempre que x = x no sea AstNTOTA VERTICAL de ,u(x)

_Para mayor facilidad en el proceso de ACOTACION.doy a continuacion las propiedades
que ayudarar al estudiante a encontrar rapidamente los limites de Ly y L_ en una vecin-,

dad de x; sicxx{pfg que x =X no sea ASjNTOTA 'VERTICAL. Se cumplen:
Pl) Si K<u(x) = [u(x)]=K,siempreque keZ.
- P2) Si p(x)s m = [u(x)]=m-1, siempre‘dpé meZ.
3 De § < () = Luw1=[§]

>0.entonces
) De u(x)<3 :ltu(x)n [4]

Slendo 4 un numero no entero:

: P3‘)‘ Si 4
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D gsum = Lue=-|-¢]-10

P4) 5 <0, entonces 7 i
| b) u(x)<g = [u@1=-[-£]-1
P5) [n+p(x)}=n+[,u(x)], si neZ.“
P6) [-x]=-[x]-1, sixno es entero. /
- EJEMPLOS
Sk N kl = i‘ . 3 e
1. k~Sl 3<——-ﬁ :> H—}Tji 3 Vereieeens e Hredaarmans 1l
2. Si Sx- 1<—2 o [5x=11==2-1=3 .o IER S R
3. si 1<l Ll=1
. Si ’<vx,‘2 = Hzi ‘ _
4. sida = [-L*«:l,k-,_}:O .....................................
5. Si -2<1-2x5-1 = [1-2x1=-2 Vv x=l.roirmnerinis
S 1 R TN |
6. Si 1<‘-—5;-:1-} 3 A—zxv_]}—vl ...... .....
i 5_.5 s s Yo [57a2 =
7. Si —§<-;j4‘<—"z 3 E;—'_"‘B_-[3E°1__lul-—2 ......
.‘ .‘ 4
8 sif —<2x = [2x]= [3] ....................................
9. _Si_;2‘x‘<3 r=‘; [2x]= [g]
). Si —2x<-4 2x]=-4 1-1=-:
10. ,‘Sx,—2x<,—§ =>-[-2x]-:l3] T T P, e
~ 2x)=-f4]-1=-1-1=2 ..;
1L Si -$<-2x = [-2x] [3]1 1-12-2 oo
12./ [2 x]=2+{—x] ............ fosresadrreiny et
13.7 l” ‘] [3+—2- 3+[;%7 BT T4 R
14, [25-5120220=5 o
15, [2+% -3)=12+*]- 3

. -Donde: £¢Z

(Por Pl):

Por definicién
(Por :Pl)ﬁ
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2. DEFINICION'_DE FUNCION VALOR ABSOLUTO.

) si p(x)20
[u(x)] = e
—Ji(x) , si p(x)<0

EJEMPLOS |

1. Si x-2<0 = |x- 2]——(x 2)
2. Si 2x-3>0 = [2x-3|=2x-3

3.8 x2-420 = Ix'—4|=x2—4»
4. Si P-4<0 = | -d=-(*-4)
5. Si 1-3x<-% = |1-3x|=-(1-3x)

X

X -

= X

6. Si —i‘—1<0 =
x-1

x-

7.8 <0 =
) x. l

=
I
|
o |-

n
8. Si 3-2x<0 = [3-2x|=-(3-2%)

QG 2. i =1=2y"
9. -Si 1—3x>0 =>'1 %xl.—l 5X

. Estos ejemplos nos dicen que si la funcion ,u(x) es negatlva, entonces su regla de co- .
rrespondencla, en VALOR ABSOLUTO, cambia de 51gno =u(x). ’

Pero si la funcién ,u(x) es positiva entonces, en VALOR ABSOLU'I"O la regla de corres-
pondencia es la misma: u(x).

3. DEFINICION DE FUNCION “SIGNO DE x”
1, Six>0
sgn(x)={ 0 , Six=0
-1, Six<0
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Ejemplos:
1.

r

4 1, Si1-2x>0
sgn(1i—2x)=< 0, Sil-2x=0
-1, 8i1-2x<0

[ 1, Si]x-1-2>0
~sgn(lx=1/-2)={ 0, Si|x-1-2=0
| -1,8i [x-1-2<0

o

. : 1 ;
I, Six<y 1,8 x>3 vx<-1-
={ 0,8ix=1 ={ 0,Six=3vx=-1
N -1.Six>1 =1, Si -1<x<3
L 2

PROBLEMAS:
N Lin) k. SR P
J_x—[xl

13x1-31x1-8[%]

1] ’

1. Calcular lim f(x), f(x)=
x—>-2

-2<5x<7

Solucién;-

Calcular limite en x =-2, implica hallar«dos limites:
a) Limite a la derecha de -2,

b) Limite a la izquierda de =2 _
y comparar si son-iguales o no. Si. lim f(x)= lim diremos que existe limite en
: o R ; x—>-=2F x—>-2" )
x =-2 en caso contrario, afirmamos que no existe limite en x =-2.

Veamos:
a). Enprimer lugar, hallemos L, = lim £ (x)
| . x—>-22+
x>—
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o 0B-300-8] 2] 3oy
Analizar si: ’ ,en f2(x)-_-[x] *1 [3,]= 6 -3(-2) - 8( D-_—L

x-|x| . x-(—{) 2x

SN T e
—6<’3x ;2<x §>__§_ K 2<x
Y U . U
3x]=-6 ‘ x]=-2 Tl ——x
e S s 6
=-0-1
=-1
s L= lim 3=-8_—_
Luego: L+v—xl_1’11122x.-2(_2),.v 2

N

b) En segundo lugar, hallemos: : L; = lim f(x)
x—>=-2"
x<-2

- im0

oo Q: — ,=[x—ﬂ—x= —4-x =~44x
Analizar: Si |x< 2] en j](x) N e

¢ :

‘ e i Vo , _ 4-x_-4-(-2)
x-1<-3 : [x]=-2-1  Luego: L x!_)mzz ety vt
o e H
‘ ==

[x-11=-3-1

-4

Conclusién: Como L, =-2y L_=-2 son ig‘uales,' afirmamos que existe limite en

x=-2. Escribimos: lim f(x)=-2.
: L xo=2 .
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2. Hallar: L, = lim D=3 +200x-4-2)

x—2t Lox?-dx+4
Soluci6n:
' Se analiza el maximo enteroyel valor absoluto apamr de x>2, pues x—)2+
‘ ‘ Luego el limite se hace:
: ' 2P +2x) (-x+4-2)
L, = lim -
_x<r_2v ) x—4i2—'4 2 X -x-dxed
Sx- 4> - fim 225G DE=2)
I-x<-1 x 4> 2 }_,2(:: DG-D(x+2)
U R
LI 2 2x _ 2(1)
D-xl=-1-1  |x-4|=-(x=4) = e
=2 =-x+4 L, =4

3. Calgilar: L, = lim 21— [36 5:"36+5x]
x->3t  6[2x-1]-7x- x?

Sgluc.ién:
Analizar los méximos enteros, a partir de: x >3, pues x —> 3%

1x>3
Por. -5: -5x<-15 Por -5:-  -5x>15 Por 2: 2x>6
+36: 36—-5i:<,21 ‘ +36: 36 +5x>51 ~1: 2x=1>5
1. 36-5x_g 1. 36+5x _s1 5<2x—1
Por 51 =5 <10 Por 351 =5 <10 : :
E36—5::ﬂ_ _zlE H%Hxl_ﬂﬂﬂ [2x-11=5
10 J Lo . “H10 '
S =2 : ' =5
Luego, el lirhite,s’e convierte cn:
= lim Et1- (2)(5) -9 i =D+ 343 6

x—>36(5) - 7x -x? x—)330—7x—x x—3 (x- 3)(x+10) —(3+10)"_13
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4. Sea f(x)=[x]+[4 < x], iexiste lim3 f(x)?
. : : X

Solucién:

1) Simplificar:- '[‘4 -x]=4+[-x1, hego f(x)=[x1+{[-x] + 4

a) Si: x—>3"
U
I TR
“3<x -x<-3
u [-x]=-3-1
C=3 =

‘Luego: [, = 1im3 f(x)
) L

= lim (3-4+4)=3
x->3 :

b) Si: - x—=>37
=2
o i v
De - x<3 : -x>-3
= [x}=3-1 -3<-x
=2 : = E—XB="=3‘

Luego: ° L_=1lim f(x) .
E x-3

= lim (2-3+4)=3
x—3

“3) Afirmamos que, si existe limite en x = 3 , porque los limites laterales son iguales.

Por tanto, escribimos: lim f(x)=3.
) ) - x-3 :
El grafico de:

f)=[x1+[-x1+4

—144, Si xe(K,K +1) o) 3, xe(K,K+1),KeZ
0+4 , SixeZ 4 ,xeZ
o——o0——0
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—.2
x[9-x] >1

5. Dado:  f(x)={ **? E hallar lim f(x)
. : : x+3'O <1 x—1
i <x‘<’ g

Solucion:  Hallar lim f(x), implica calcular dos limites:

At ‘ t

a lm f(x) y b lim f(x)

x>l : x>

Veamos:

a) Si x—>1* implica x>1 yel éalculo se’

hace en: = .
L xlo-x}?
S ==
Como: x>l
= =x<-1
+9: 9-x<8

e

" oox <22, Si 9-x20
' o xs9
[Vo-xJ=12v2]}

Ly

b) Si x—17 implica x<1 y el calculo se
hace en:

x+3
Ay

1+3
2(H+1

Luego: L_=lim f5(x)= =4
L= ) =g



[x]l

6.: Anﬁlizar lim

x—>- -1 M*l
Solucién: = b -
a) Six—-1* implicaque: -~ | b) Si x—>—1" implica que:
-l<x. - 0<-=x<l- . -x>1 : Jxl=-x
=hx=-x 2 | 251
CIPl=1-1 = [¥]=1
o =0 ! . » o )
T “Luego: L_= lim ——=939=0
: : o .0'_1 4 g } oy —X+1 ,2
~Lueg0: A L+=x¥lﬂ-l_x+l=—i— L—‘=0 . .
L;:”—-é— ‘

x2 —Sgn(l.vc2 -1|.:— D, =x >J§

7_.‘;Seaii1aiﬁma6n f(x)= %( Sgn(]x2 ll—l)),lx]<~/_
\/ 2 -Xx - \]2s/— x<—\/—

i
Calfular x_l)lr.n J_ f (x) _l:nﬁf (x)

Solucién:
1) En pnmer lugar debo deﬁmr la funcién:
R , Si |x? -11 150 [ 1,32 vx<2
Sgn(|xz—1|;~1)=‘ 0,Si|x2=1-1=0 = | 0, x=v2,x=0,x=—2
21, 8ix2-1-1<0  |-1, ~2<x<2,x%0
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Donde al resolver:

a) o | b o )
IX2-1-1>0 K2 -1-1=0 [x2=1[-1<0
Ix2-1]> 1 X2t =1 Ix -1 <1
Xol>lv 5 -1<-1 2-1=1v x2—1=-1 1<x?-1<1
x2>2 v x2<6 x2=2 v x2=0 ) 0<Jr2 A x2<2
v . : ’ ’ -
: Z . +\/5 0 R-{0} A -«/5<x<~/5
R xX==x VvV X=
(x>\/£vx<—\/5)v® . ;
—-V2<x<y2,x#0
x> 2 v x<-—\/§

2) Por lo tanto la funcién f(x) se reduce a:

x% -1 s 'x>\/§

f(x)=1  ia*+n, —V2<x<V2,x20

Jrvotz , x<—2

3) Hallar ' lim f (x) implica calcular hrmtes por derecha e izquierda de 2
x—>—2

a) lim f(x)=-x>u_13§[%(x“+1)]=§((—\/5)“+1)

jc—-)—)/?
x=>—2 =1
b) lim f(x)— lim_ (Y2 -x-y2v2)
x—->—s/— x<—V2
x—>—V2
=\/~/5+~/5—\/2~/5 =v22 22
- =0 .

Como ‘lim f(x)= lim demmos que 3 lim f(x)
x>—2 x>=2" x—-)-\/_



Hallar lirr‘}__ f(x) implica calcular limites por derecha e fzquierda de \2:

D lm /6= lim (e -)=(f2)" -1= -1

x—>2

b) 11m _f(®)= hr}[l((x/— ) +l)]

x—)Z

Como: lim f (x)- hm f(x), afirmamos que existe limite cuando x—n/_ luego:
x> 2 x32”

hmJ_f(x)=1.‘

x>V2 .

8. Calcular lim [3- ]implica hallar:
x—>2 .x _

g lm [2]=0 b) fim [2]=1
o x—2* x] : xaz‘,xn
x>2 x<2
<7 ' Py
2 1

2} o1-1= . [2]=
= H-l 1=0 H 1
Como lim f(x)#: lim f(x) =3 llm f(x)
x—>2 =27

9. Calcular lim ﬂ 2= x3xﬂ

x—=2
Solucién:

1 Simpliﬁcar: f()= ﬂ-3 +-)2;]! =-3 +ﬂ%ﬂ

2) a) lim f(x)= 11m f(x) =-3+0=-3

x—>2t

b) llm f(x)= llmf(x)—.~3+1-—-2

Porque los limites laterales exxsten y son dlferentes afirmamos que no existe limxte en.

x=2- (,zfnmf)
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10. Dada laﬁmmén f(x) H Bx+4ﬂ——]+3m
Hllr @ Im @ b Imf@ o lmfe
U x—)l L x—>l"b SRR x>l .
Solucién: - . . : _ -
1) Si dentro de cada MAXIMO ENTERO se puede dividir y el cociente es entéro, es pfeferi-
- ble efectuar dicha division.

En f (x) se tiene: . -
o [l e B

2) Luego: f(x) 'seéonﬁeﬁeen f(i):(l [-%])xu( l_}ﬂ%’ﬂ)+3|{x]

3)  Ahora hallemos los limites laie;élés" definiendo los méximos enteros:

a) Six—>1", entonces: . - 1 b) Si x—>17, entonces:
Ix>1] ‘ - |x<1].
l ) Y : .l\; l 4 A l
x=7>-6 1<t [x1=1 x-7<-6 %>1 [xl=1-1
11 ’ S 1 =
<% L] 7% [4]=
-18 - -18- _ -1
x—7>3 -__0 _x_-1.87<__g
S -18 _,.
i - o v ) x~7<3
ﬂ_ 187B~=3 _ ; =
x= . - f-187_
_ L . ,ﬂx_jﬂ_}—l
Luego: f(x) se convierte en: : o
)= (1+3)x+4(—1+0)+3(l) Luego: f (;c) se convierte en.
=4x- 4+3= 4x 1 ‘ , e :
: f(x)=1+2)x+4(=1+1)+3(0)
= lim (4x D=4(1)- -1 =3x '
x—-1* ‘
=3 = hm (3x) 3
x->1"



R  Andlisis Matematicol |0

" ¢)-Como L, = L_, afirmamos que existe lim2 fx)=3
. T - : xX—>

11 Sea la funcxén f(x) H 2x+4 ], {, existe hm f(x)?
Solucxén ‘

l) Hacemos la d1v1816n dentro del mdximo entero ﬂ 2}_;_4 H = [ 2 +% H

fw=2+[%]
2) Analizamos ¢l maximos entero: Kﬂ a la derecha e_izquiefda de 'x_ =2.
1 [ J o ' -

“'a) Aladerecha de 2:

x>2 b) A laizquierda de?2: - .x'< 2
Inv’erfir » %<% ' | Si x>0, invertir ;lc_>%
Por 4: -f’;<‘-;- Por 4: %>2'

4 1 .

2<2 En su entorno: E.] =2 A

Ensuentorno = = E

LRES
e
LK
N
I
Dok

. Por tanto: f(x)=2+2=4

F=2+1=3. -1
Luego: ‘ LuegO'
= lim f(x)= lim (3)=3 L= lim f= Jim (4) 4
x> .

3) Afirmamos que no existe limite en x=2, phes L+ =L_

. , 2 _fa_ 2 - — :
12.Si A= lim V42wt J4-2xvs , B=limi‘-( 4 "—2),
x>0 :;vl-‘o;x-:;l-x 7 x—>0*¥ V1-x /o

. Hallar: lim =X
S x> A+B X 4|




Solg‘ cién:

1. Cilculo de A: Racionalizando nmnetadof y denominador:

(4+2x+x2 —(4-2x+x ))(,/1+x+,/1 x)
x—+0(1+x (1-x)) (Y4+2x+22 +J4=2x+5%)

= lim 4x(,/1+x+,/l -x) - = lim ) 4(\/l+x J x)

x->02x(\/;+2x+x +J4 =2x+x%) x_)OZ(\/4+2x+x +J4 2x+x° )

=1

3

2. Cileulo de B: Racnonahzando el segundo factor:

, 4-x 4 | : s
B:lim“ L l=x =limi 3x R =1im 12
’x—»ox[ f%—+2] x—»O”[(l_x)(,/‘::; +z) =30 (l—x)[‘.ftjn] |

=——-—1L=3
1(2+2)

“ A+B=1+3=4

3. Célculo de hm [4- x]
x—>4 lx -

[4-x1_

= 1 2 Y Pues para una vecindad de x =4, se tiene:
m - ——:——:—(x) . R
_)44- |X*_4‘ x__)4x 4 +0 - ]
x>4 x>4 . : f(x)_ |x 4|
N ke 5
[4-x1_ 0 ' =1 Sy
l llm =0 ,Six>4
L=l e = G- |
>x<4 J 0 o
e i anx<4

Afirmamos: a) NO existe L+ b) Existe L_=0

13.  Hallar limo([2 —x1+[2+xD) Rpta.: L=3, L,=L_
x> )

[l;x]+[x+l]

,=1<x<3
. : 4 Jalx-x] )
4. f(x)= e (3 lim f(x)?  Rpta.: L. e
ol g,y Cd T
Px-six-21 > R



15.
16.
17.
18.

19.

20.

21.

22.
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lim ([x3+x—[x1) ~ Rpta.: 2
x—>2 R
i -2 Rpta.: »
,xinolx2+li _ - Rpta.:2
: |x} - E[x}, -3<x<-1
F(x) =+ ;. (3 lim f(x)? Rpta:L, =2 -
tesso ) crea PRI et
Sea: v .
_ ’ ﬂ"":“ﬂ,ls:csz
f(x)=4 ‘ (3 lim f(x)? Rpta.: L_=
. Bx-1+25x-4-5 4cvcl x—1 .
| : PETEE " -5-_x< R L+ =
Sea:
(22)? o(2)" | a1 |
f@={\ 2/ 2 : ‘Hallar 1iml f(x), Graficar f(x)
N : x>
| [x}+,/.x-{x] , x<l1 : o
B ~ Rpta: L=1-
Dado: . 3 lim f(x)?
L 2x+5 *-32
x+3 x -4 . P
x+2 > xe(—2,+00)
'(x):< 4 =2 Rpta.: L, =L_=-4
—ZSgn( )+3x X €(=3,-2)
Calcular: lim Vr-va+ Rpta.: J—Tg-
© x—a ¥ -a? 2a
Calcular fim =52 Yrraz2 =2, Rpta.:

x—)l
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23.  Calcular: lim ZE=2/E+35-2

x—>1 Cx-1

. Rpta.:

24. Calcular: L= lim 3 x#l-2yx+l -l
: Lo o x=00 @ +2x -

25,  Calcular: * lim ——————M‘/—f“
, x>t (x-1)

[BJERCICIOS Seccion 3.8]-

1 Hallar los siguientes limites: -

x-1-32x-1+3x-1

1. lim i

' x-1 x-

2. lim ————— G- 1)42 2
x>l x2

3 hm x3+x 2

x=1x. -—xz-x+1

x>\ 1-%

4. 1im(—l—e )

5 L
: x(x 2)2 x? —-3x+2

‘6 7 X~ 4 A
’ 'x‘-)l 5x+4 3(x2 -3x+2)

7. lim =
x—>1x" -1

8‘ .7 JH-x—?{ﬁ

x-—>0

, m,ne_Z+

Rpta.:

- Rpta.:

‘Rpta.:

wis

wpo

O

Rpta.:

Wi

" Rpta.: -;-

Rpta.: ©

" Rpta.: ?I

Rhta. T ©

Rpta.: 0

. 7" m
“Rpta.: n

W
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: d;'l : v + . m
9 ilgﬁ’@’_'—l 3 n,meZ Rptaf. 2.
10 \/l+x —‘:}1 2x Ropta.: 1
' x-+0 x+x2 pra: 2
\’7+x3-\l3+x T
11. - x—-)l Rpta...-—z
Wl (xz_x_z)io ‘ 3 10°
12. lim ————— Rpta.: { =
xl_rfz(:? -12x+16)!° P ( 2 )
. -2 n ' .
L X+ 4 +x"=n . n(n+l)
1 3 . xll;gll "'—"“;‘_—11"—_"_ Rpta- . -'_2_
. xl,oo—2x+i . 1-
.14' ;lll)nl 20 -2x+1 Rpta.: 25 '.
V~ xn a1 -1 L
15. ( -a ) na - (x-a) Rpta.: n(nz‘ )an 2
x—-)a (X a)

Js PBr-1 -6+ x-1 S
1.‘6. x—)l x-1 Rpttf.. T4
, x[Js-,/x+ JJz_x+2] .
17. lim - Rpta.: 0
x>2 \/6 xJSx :
: ’ s/ 4 -
18, fim =Y Rpta.: 0
x—>1 yx-1 .
19 i P +re o 41402 -2 RApta.: 3
>0 min+1-h 'S
(- - 2 ,
-20. M f(1—2x)_=(x+-;—) Rpta.: -2

“ h—>0



——e
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II Para cada una de las siguientes ﬁmciones hallar: L= lim i(—“'—hz'-&’l , h#0

h—>0 ‘
21, »f(,x)=ax3A+bx2+cx-g-d Rpta.: L=3a% +2bx+c
2. f(x)=x",nez?t Rpta.: L=m""!
23, f(x)=5x-1 Rpta.: L=g=='=='
. - B (5x—1)4
24, f(x)=3x%-21-4x Rpta.: L=6x+ L
—-4x
o 15— 1
25. (x)="¥2-30x Rpta.: [ =———2
f@=X : " ,";](2—30;:)“
III Hallar:
26.. lim f(Hh) f(l) Sl f(x)—\l4 -x? Rpta.: 7&
h-30 3
27, lim £/ , Si f() =5 -16] Rpta.: 6
) h-—)O v . .
28. hm—fi‘-“—”’-—l‘—zl Si f(x+2)=1? Rpta.: 0
h—0 .
29. }ymo-fiﬂ‘)—lis—) Si fQ- ax)=1-8x Rpta.: 1
- B

30, ,lunw Si f2-x)=

e x(x 4) Rpta.: -

-1
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0 3.9 LiMITES TRIGONOMETRICOS

Para calcular lumtes mgonométrxcos se hara uso, con relativa frecuencia del siguiente teo-
rema. .

lim 34
u—>0

Donde u = u(x)

" De este teorema se deducen las szgmentes proposiciones:

th” =1 lim Tg“—l + lim ?"—zl
| u—>0>cnH u->0 #- - 40 gu
OTROS LIMITES: | tim 3£ 20| | Lim cos u=1 - lim Seh/l=0 ‘
: oo H u—-0 ) a0

Ademas es necesario, el uso de las IDENT[DADES TRIGONOMETRICAS y TRANSFORMA
CIONES, tales como las siguientes:

Transformaciones de suma y dij”erencias en producto:’

senA+senB 2sen A;Ecos—"—;ir
senA senB 2cosA;Bsen-4.—;—B :
cosA+cosB = 2cosA;Bcosi;——€'
cos A—cos B =~2sen A;B sen AEB

N WY} sen’4 =1-cos’4

sen“A+cos“A=1

' ~ \cos? A=1-sen’4

R 2 2 _
IDENTIDADES ‘tag” A =sec” A-1

2 conl
PITAGORICAS 1+tag®A=sec Ag

1=sec? A— tag? 4

' cotng =csct4—1

2

1+cot? A=csc* A
i 1=csc

- cotng
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: = senA=—csﬁl
senAd-cscA=1 _
: cscA=—1—
g sen 4
IDENTIBADES | cdsAvsecA=1 »COSA=—S°°1_A‘
RECIPROCAS | A sec A =—1
. cos 4
v tagd=lo
tgd-cotd=1 (. ,“;tgA
cotgA;g—A
: tgA=SCnA
IDENTIDADES cos A
POR DIVISION cotg A= 54
sen 4

ANGULO | sen2A4A=2senA-cos A
DUPLO ' '

cos24 =<cos2 A-sen? 4

sen? A= %,(1 “tos24) | 6 | 1-cos B =2sen? —g
2B
2,

cos? 4 =%(l+c032A) 6 | 1+cosB=2cos

Suma y Diferencia de dos Angulos
sen(A+ B)=sen A cos B+ cos A sen B

cos(A+ B)=cos A cos BFsen 4sen B

YgAtgB

K LTV ITY]

Arco negativo: -6

T lopl =lop'| = r=1

» o i\ " Tenemos: senf=y , sen(-0)=-y
iy cos@=x, cos(-8)=x
D' (x,~y) Liiega: { sen(—6) =-send

cos(—8) = cosf
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ANGULO COMPLEMENTARIO ANGULO SUPLEMENTARIO ANGULO: 27 -6
sen(%— )=cos€ sen(r—6)=send -~ |sen(2r -6f)=-send
cos(l— )=sen6'- 1 tos(wr—8)=-cosé cos(2nfl9_).=cose,

tg(%—9)=cotg9 sen(z +6)=—send

co‘s(a'- +0)=—cosé |

3.9.1 Ejercicios resueltos.

01 Calcular: lim —= se0 5%
x __)Osen3x

Solucién:

Al sustituir “x por 07, obtenemos lim 382X 5¥ _sen0 _0_ Indeterminado
- x>0 S€n sen3x sen0 . 0

Para levantar la indeterminacion, bastara formar funcmnes de 14 forma xng

Para ello: dividir numerador y denommador por*x”, donde x# 0. Luego | en el numerador
dividir y multiplicar por 5, en el numerador multlpllcar y dividir por 3.

gnSx 5 sen5x P :
Ast: | lim $03% = lim 2o = lim —3o=3.0=3
: x>0513% x50 x—0 35
5x—>0
3x—>0

02 Calcular: lim —22%
x—>05€ n37rx

.Solucidn:

1° Al sustituir “x por 07, obtenemos: <t L % = Indeterminado

2° D1v1d1r numerador y denominador por “x”, donde x#0

M!nx pienzx senzx .
= lim —& = Z |y —&_=2.1_-1
M x_,03,,m 37rx__,05.e_;1_3_;ﬂ 3z 1 3

-Asf:  lim

x—0
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03 Calcular: lim l—cfs?

x>0 x
Solucién:
1° Al sustituir “x por 0” obtenemos: l;cgs—o = % = % = Indeterminado

2

2° Pero: 1-cosx =2sen —’2-‘-

. 2 2
X _ . 2sen?% . sen . sent
Luego:  lim ! X = lim 52 = lim 2[ 2 ] =2 lim | —2
C o xo0 X7 x50 ¥ x>0 x x>0 23

IR )
=2lim ;| — =2?(l) =

x-0%

. .+ Senx-—CoSx
04 Calcular: lim —T—mr
x> ~lgx

-Solucién:

. sen: = -
1° Al sustituir “x por Z” obtenemos: 4 = 2 =-g-

2° Levantar la indeterminacion:

olo

Cuando se tiene funciones tales como! tangente, cotangente, secante y cosecante, es me-
jor convertirlos en funcién del seno y coseno.

. Senx—cosx . SEeNX—COSX . SENX—COSX
Asi:  lim = lim = B
z l-tgx x ]-—sex x Cosx—senx
Xy x>y cosx x>y cosx
. cosx(senx - cosx . —cosx(cosx—senx .
lim césx_senx )~ lim (cds( ) )~ lim (=cosx)
x-—)% x—)—{‘f' * * x>E
=—CcosZ = __‘/Z
) 4 2

: .t
05 Calcular: lim Exx
R x—5-2% +2

Solucién:

Y ‘ _m g(”Z”) _tg(Z”) 0
1‘° Al sustituir “x por —2”, obtenemos: s e a
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cosx ’
tgzx iy COSEX [ Se“”'x

5-2% +2 hm2 x+2 lmz (x+2) ;COSTX

2° Levantar la indeterminaci6n: 11m
Pero: senrx = sen(7x +27) . Aqui estéla
' indeterminacion

0+27
- “2m es una vuelta entera”
Lo snzr  _ o sen(mx+2r) _ n o senz(x+2)
Luego: hmz(x+2)cosznc _'_2 (x+2)coszx ~ 5 (x+2)cosmx
T ;rsenzr(x+2) S s e _Z_
—xgn;l_z \a(x+2) fcosmx  cos(-2z)  cos2m 1 =%
S e
Propiedad: sen(=f)=-senf | /)
: " | cos(~6) =cos@ N\Y

'RECOMENDACION FUNDAMENTAL: Cuando se trata de calcular limi-
tes como en el ejercicio (5), lo mejor y mas seguro para resolverlo, es usando
el siguiente teorema: :

lim f(x)=1lim f(xq+h)
XXy~ h—>0 i
Donde: x-xp=h < x=xy+h

Como: - x—>»x; entonces h—>0 Este teorema se
o ‘demostrard mis adelante

En consecuencia, €l ejercicio (5) se podra resolver del siguiente modo:

tgrh—tg2x - - p fo2 0
. e h-2) . tg(wrh-2r:) . T+wgrh-1g2z  Pero tgl2nw =
lim 7% - fim 82¢#=D _ )iy = lim
>-2%*2 p50 B ps0 B h=0
. . tgh _ . tg:th
Haciendo: x—(-2)=h <= x=h-2 = lim = lim 7i-=—

“h ahf
h—0 h—>0 ~I7K
) 1
Como: x — -2 entonces 2—>0 =r
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06 Calcular: L= lim(I-x)tgZx
N S
Solucién:
1° Al sustituir “x por 17, obtenemos: (1- l)tg——'=Ooo Indeterminado
2° Levantar la indeterminacién: , 7 , 7
Pero: lim (1= x)tgZE = lim (~h)tgZ(h+1) =~ lim htg(Z2+Z
fim (1-x)tg 3= fim (-)tg 5 (h+D) =~ Jim, o(2+5)

. o
Haciendo: x-1=h <= x=h+1 . tg!—+tg1L

: ==limh -l-———————zi
Como: x — 1 entonces h—>0 - ‘iz
=]

Con esta transformacion, no se logré levantar la indeterminacién 0 - . Aprovechando
“la equivalencia o = 5 , en el limite, podembs hacer uso de otras identidades trigonomé-
tricas. ‘

sen A

—cen(Z _ :
oA’ cosA—sen(2 A).

¢ Una forma, es haciendo uso de tg 4=

Ast:

sen—.r )

cosZ
2x

(1-x)tglx= (1-x)

(l-x)-sen§
) sen(-’zi—lzlx)

X

(1-x)- sené}x

seni Z(1- x)]‘

En el limite:

x>l 7 Esen[g-(l—x)]/‘g 2 x

¢ Otra forma, se explica a continuacién.’



Observacion: Para ‘évitar' la indeterminaci6n: 0.0, To primero que se hace es conver-

tir el “ “«1-” de modo que: 0.0 = 0.1 ————0-
. - .
. ’ e P
Enconsecuencia: L= lim (1—~x) tgi lun (1 x)

"x"’ . 2

Pero: cotg"" —tg(-;— -’%"-) luego L= 11m(1 x)

tg(zl -’*—x)
‘ l,/z.(l_;) :
lim l—x - = lim £—2 --‘-2‘
x—)l( ’tg&(l -x) x>l \ggl-n);
R e \___l
CALCULAR:
: 2senx +cosx ~1 . ~ Caes
1. lim (x-7)tg% R-2 |7 hmm—tM SR
x> 2 ‘ x> r-r ‘ ,
2. 'liih‘(xzi—fljsec%x . R.—% ‘8 1 seox -c?—;g-;i-sen x+2cos? x - cost x - 2tg%
’ . m
3. lim thx-'tg(%:—f-x) R % Rl
RPEC R
. goos x—sen x! +2sen?x— tgx '
4 5 3 -2cosx R 1L 9. hm_ costx- sm; e R. %
sap O ’ 8
sen cosx ‘ V ,‘ % ’ 'coéx—ig-! ’ -
5.k l+cofzx+1:mx =4 R 22 10 lim ((x—ZI;)tg%-&-—:t—g-) R. ....921
. puvy T —6x v 3 x—') V4 v 2 a V
76

(senx-i-eos.v:+l)2 '
6. xlin”-——x;—-——— R 0
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' . 1-senZ
07 Calcular:  lim
T R
Solucién:
1° Al sustituir “x por m, obtenemos 2

0
2° Levantar la indeterminacién:

li = lim i
xor F7*  h0 - h—0 B
L. 9
. . .14 sen—;*- oos—’z'-+ cos‘—,; sen%‘
Haciendo: x—7=h <= x=n+h = lim 7
) h—0 -
Como: x — 7 entonces #—>0 ~ 1-cosk
‘ =~ lim ——2
h—0 7
n 2sen2%
=-lim A
h—>0
send h__2
=-lim 2-—>*seng =-%(1) sen0
=-2©0) =0
También se puede calcular, haciendo el siguiente artificio: 1= sen-’2£
- - o zr_;z Z_Xx
. l-sen . senZ-seni 2cos 22 |sen| 452
lim ——2 = lim ——= = lim — .
xo>x *°*%  xom X x> T-x
. - 2c0s 53X sen 22X . 2<>os"+",:”‘:c:en-”;;-\:E 2¢osZ
lim 44 = [im —4+ 4_i= 22(1)
x> Zox x> 4(”—"5) : :
. ‘ rad}
............ = 2(0) _
. T4 "0'
. 1-2c0sx ¢
08 Calcular: lim ——3—=-0~
: ) sz T=3x 3

B 3
Soluci6n: .
Haciendo : x-—13’-=l_1 = x;%+h

-Como C x> -’3£ entonces h—0



Andlisis Motemdtico I

1= 2cosx _ 1. 1- 2cos(3+h) 1=2 cosZ cosh— senZ senh
Luego:  lim1=2e05x = lim 3 3 —
, PN =3x T p50 2- 3(2+h) A0 w-x-3h
I—Z[loosh——‘/—_:"-senh :
lim 2980T = lim 1- cosh+\/—senh = lim l—cosh+ lim VBsenh
h-0 3k k0 3R g0 SR g0 3k
3 . v
N AT TIEY el VPSS n
= li (L—cosh)(1+ cosh) Bsenh _ .. senh{s»_qph§+ i s/g"-.‘senh‘»

hn—>no‘ -3h(1+cosh) +;}—r?o Bh o3 +cosh)ihi T p 0T B3N

. senh Ji_ 3
= lim s+ 75

B0 —3(1+cosh) 3
También se puede calcular haciendo el siguiente artificio:
.  2c0sZ - 2cosx
lim 122°%5% _ Jim —3———,  Pues: 1-2005—-—2(1)
Sz ®-3x o x #-3x 2
3 - ER
: » Zyy  EZ_z |
: 2[ws——cosx] 2[—2$en 3 sen32 )
= lim = lim
C ey w-3x Y X 7-3x
3 EA
: Zox
s senlz-—zscn”:x 4
=4 lim —2——*—=-2senZ
1 fgx=3x. i 63
3 R P
__a\3
6 2.
)
3
09 Calcular: lim L=%
) x__)lSCIIﬂ’X-

Solucién: Es: -Q

e Se puede evitar la indeterminacién hac1endo

1-x% (l )(+x) (A-x)(1+x) 1 70— x)(l+x)
senzx “sen(z-nx)  sen[z(1-x)] 7r sen[z(1-x)]

¢ Otra forma de evitar la mdetexmmacnén es, haclendo x-1=h < h+1. Cuando
x—>1, h>0.
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LuegO' lim 1= 2 _ 1- (h+l)2 . 1=(h2+2h+1) _
T xopsenTx h—)Ose“[”(hH)] e sen(zh+m)

im 1-h% -2k -1 oy = =2k —h(h+2)
'h_)osenzrh-coszwcos;rh‘senfr _’h—>0 -senzh 5 —senzh

[ hh+2) ,
‘I}TO[ senmh :l ,}lmolr semrh (h+2)__(0+2) .Z

olo -

10 Calcular: lim 2X=50%
S X0 X

Solucién:
} o ’ ) senx oo senx—senxcosx | .
lim [—————‘g" o ] = lim [———m ]: lim [——w;
x->0L  «x J x=0 by “x—>0 x

im [w]= tim [w]= lim[M]

. x—0 x cosx x=>0L - x> cosx x—0 X’ cosx

T : 'mzi’ 1 [ sent 2.
lim | 28enx- 2,1 =2 lim | seox| 2 1 .
Lx—=0]| ¥ x? = cosx x->0L ¥ * J.ocosx |

- tgx +tg2x
11 Calcular: xlin et cosix
3

Solucién: ] ‘

0 i G z» . 3 t1e5 = -0
1° Sustituir x‘ por £, tenemos: o 8231 %_ % 0
2° Levantar la indeterminacién: o

. . sen2x ’ senxcos2x +cosxsen2x
. t tg2 . SeBX .
lim [ gx + g ; ] = lim [ cosx — cos2x ] = hm I: cosxcosz.tz
. x__)%_ COsSXx + COosZx x__)‘% cosx+cost} x_)_g_ COSX + €08SixXx

= lm. sen3x
x— X cosx'c952x(2cos : cos-g-)
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Por la férmula del ANGULODUPLO:  sen24 =2sen 4 - cos 4

Tenemos: ~sen3x = 2sen3Xcos3X

G [ 2stadxcos: : Csendt
Entonces: L= lm[ Sesoiid ot )}= lim[ e ]

1% cosx-cpst(Zcoslz’i-cosg x—E cosx - cos2x coss

s L sl

“cas 3oos3lm3 : eos&coslloosf-’- (1)(4 3)'
2N 2N\ 2

—_l__8 .88
PN
8
12 Calcular: "L = hm cotg2x - "“x)x)

: x>0t
Solucion:
1° Al sustituir “x por 0”, obtenemos: = cotg0- cbtg% -
e - =00
2° Levantar la indeterminacion:

L=lim [cotg 2x.cotg (—-— - x)] lix% [ootg 2x.1g x] , pués:‘ tgx = cotg( % - x )
xX—>

- x>0
= {im [.@l&.s_c;nz]
“x—>( L sen2x cosx
= lim [ <os2x . senx ]
:}ETO[ cosx sen2x

= lim [cgsZt] lim sen2x
x—0L ©05x JI x_,qgSensx

13 Calcular: L= lim: (xsenlr)
. X

x—>0*
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Solucién:
1° Al sustituir “x por 0”, obtenemos: 0 - sen$=0-sencw=0-co
2° Levantar la indeterminacion:

'~ Haciendo: 1=y = x'=%

Como x — 0% entonces y — 4+

Luego:  lim xsenl= lim lseny=| lim 82| Veralgrifico
, o0t ¥ yote? Jy—ote0 Y mds adelante.

14 Caleular:  lim ( xsenl )
. X+ x
Soluci6n: ‘
1° Al sustituir “x por ” obtenemos: - sen% =w-s€n0=0:0 «— Indetenrﬁnadq
2° Haciendo 1=h = x=1

Como x —>+o entonces s —» 0"

Luego:  lim x-senl= lim %senh= lim “T'm:l'
X+ X pot N

h—>0"

15 Calcular: lim S0S7—cosnx

x>0 X
Solucién:
s, e | 2senmEm g mi—nx
lim M.‘z_cﬂ_—_ hm[ 2 > 2__|=
x—>0 x x—>0L X : /__1 /_1
P senmz"—)isénm:f)-{ o sen(i%ﬂlx {"senSL"—z:-"—)x \
2 Im, X x =22l s T,
x> N w2 m-mi_ 2 %

...........
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16 Calcular: lim (1-cosx) éotg x
: x>0 -
Solucién:

1° Al sustituir “x por 0”, obtenemos: ‘" (1 —c0s0°)cotg0° = (1-1) ® = 0.0 «— Indeterminado

2° Levantar la indeterminacion: co\nvell'tir. 0-0=0- % ,

Pero: lim (1-cosx)cotgx = lim (1—cosx)%SZ | multiplicar numerador y denominador
x—0 -~ x>0 senx " .

por: 1+cosx#0

; oy (LH05%) o [ o0s?x) coss
I - i g |- | G o |

x—>0 x—>0
= lim | -sen’x_, cosx |_ [ | SeDx_.coqy
x—0L (1+cosx) "senx x—0 .l+cosx
__sen0 ~_0
"1+cosocoso'-'l+l 1
=3 0
17 Caleular: L= lim 11987
x—0. tg°nx

Solucién: el e
Al sustituir “x por 0” obtenemos: lit;i?g-q = l;_l = % = . Como vemos, no ha resultado in-

determinado, por lo tanto el ejercicio queda concluido.

18 Calcular: lim | 1257
; -~ xoll tgax
Solucién: ‘
- - l+cosz _1-1_ o
1° Al sustituir “x por 1” obtenemos: ——— =—~=+
: _ PO gz 0* 0

2° Levantar la indeterminacién: multiplicar numerador y denominador por: 1-coszx

e rx) (1= \ 1-cos® 7 . 2
Asi: lim (lfcgsn’x) (1 \cosrrx) = lim| . ~ cos“ Tx = lim ; sen’ 7x
x| Se_EX (] _coszrx) x1) S| _cosrx) | X SEX(1-cosnx)
€OS I(X * . Cos” rx . -

» cos” x
fi| SRt Rx =1im[ nz }= cosm)? _ (D® _1 -
x=>1| sen?zx(1—-coszx) | x—»il 1—c0s7x 1-coszx 1__(-,1), 2
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19 Caleular: L= lim ﬂ“ﬁ—g

x>0 X+sen3x
Solucién:
Dividir numerador y denominiados por “x” donde x# 0.
B x_sen2x
p3

X "‘mx . :
Entonces: L= fim = .= [im =
. 0% ¥ N30 ‘,_,ofq.ssl;ﬁ

in 1-28008 4

x>0 1+,3ag§a 1+3 4
P : . cosZx
20 Caleular: L= lim —2== %
S Txll-F %
Solucién: v |
Racionalizar el denominadar y en el numerador, usar la eofuncion: 'coslz"-x = sen( % - _’ZL x ) -

cosZx . (1+yx)sen(Z-Zx)
Asi: L=1lim = lim 272%)
xo11=vx  xap (+Vx)1=-vx)

i (1+J§)sén[§<f—rx)]

x—l 1-—xk .............
,/‘ o \.‘
. (Hﬁ)gsen[{-.(lfx)]é 1+1
= lim 2] NEDN il et
x—1 ,,”%(1"3) f 7
2 Cole: 1= iy S0
) _ x>0 sen” (sen4x)
Solucién: '
: 2sen?( sem3x
L= lim ——2—(—2——)
x—>0 sen”(sendx)
2 . 2
2sen?( sendx |( seadx g 2sen-3x
= lim (2)(2)=11m - 4

2 g . 2
x—>0 (ﬁZ}J‘.) Senz (Sen4x) Xf')osen2 4x[ MSMAX) ]

sendx
= lim Lsen?3x _ iy P bl IR
x>02sen’4x  x—02 16[°"‘.‘L—4——",]2 32
. x .
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Método 2.- Por infinitesimos equivalentes:
1) Si a— 0, entonces: sena~a A tga~a
Ejemplos: 1) sen3x ~3x, sijr3x -0

; 2)> sendx ~4x,si 4x >0

2) Si @ —0,entonces Ln(l+a)~a

e 1=1

3) hm—-———Lna A lim
a0 & a0 @

J sen3x ~ 3x
Luego: L= lim 1——995—(&35)— , como T
T x—-)() sen (sen4x) sen4x ~4x

2
loos3x_l 2sen lzi

x—)() sen? 4x x—>0 sen 4y

T EjERCIClOS Seccion392]

Para toda funmén de I A—> R contmua en x=ae A deﬁnamos el siguiente limite 1nde-

~ terminado f” (a) hm —f—(i)——&-)— llamado “la derivada de fen a

-

Hallar f (a) si existe, para las siguientes funclones

22, f(x)= senx 28 f(x)=2x-sen 22x 7

23. f(x)~cqsx ‘ .28 f(q;):ﬁ;:_f+3cos3x

2. f(x)=tg2x 3 f@=3Br-1-2tg%2x
%. f(r)=ctgx - 3L f(x)=5Y5x2 ~1+2sec(Sx-1)
26. f(x)=secx 32, f(x)=2ctg3x—2fsec2x

21. f(x)=csex , 83 f(x)=5x-242x~1+3sec2x



22. cos&

23. -sena
25. -csc?a

28. 2—2sen4a ’

32. —6sec 3a- 2tg2m/s 2a

33. 5-*7;:?+6scc2a tg2a

26. seca.tga
L owenig
29. m 9s¢n3a

31. 10 - +10sec(5a - ‘itg(Sa- D
.. (Sa -n* .

Rpta. .

Hallar:
3

35 llm M

T Tz eos(x+E)
36 - il‘ tg(a+x)t.g(a—x)—“tgia'
v ' x>0 . 2 :
37 - ,[1+tgx-,/l+senx
38 hm x- ctg3x

. x—>0 L
39 = hm tg2x tg( )
T x—)-:*- . ; .

40 L;‘lim(l-ﬁ)tgghc»

- . x>l K
- . - 1-cosxcos2xcos3x .
R e S BT

"~ Rpta.
' Rpi:ar

» Rpta._

24, 2sec’2a
21 —csca- ctga

30. 8tg2a sec? 2a
Y3a-1y?

3
Rpta. -24

< cos2a -

Cos ‘a

N= &=
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